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Quarta-feira, 15 de julho de 2026

Problema 1. H& 2026 inteiros maiores que 1 escritos num quadro negro, nao necessariamente
distintos. Num movimento, Confucius escolhe dois inteiros m > 1 e n > 1 em lugares diferentes do
quadro e substitui esses dois inteiros por

mmc(m, n)

mdc(m, n) e mdc(m. )

Ele continua a fazer movimentos enquanto for possivel.

(a) Prove que, independentemente das escolhas de Confucius, apds um niimero finito de movimentos,
exatamente um inteiro M no quadro ¢ maior do que 1.

(b) Prove que o valor de M nao depende das escolhas de Confucius.

(Note que mdc(z, y) denota o méximo divisor comum dos inteiros positivos x e y, e mmc(z, y) denota
o minimo multiplo comum de z e y.)

Problema 2. Seja ABC um tridngulo e sejam M e N os pontos médios dos lados AB e AC, res-
pectivamente. Sejam K e L pontos escolhidos estritamente no interior dos triangulos BMC e BNC,
respectivamente, tais que K estd estritamente no interior do triangulo ABL e L esta estritamente
no interior do tridngulo AKC. Suponha que

/KBA=Z/ACL, ZLBK = ZLNC e LLCK = ZBMK.

Seja O o circuncentro do tridngulo AK L. Prove que OM = ON.

Problema 3. Seja n um inteiro positivo. Liu Bang e Xiang Yu tém uma vara de comprimento
1 e querem dividi-la entre eles. Liu marca no maximo n pontos na vara e depois Xiang marca no
maximo n pontos na vara. Os pontos marcados sao distintos. Em seguida, a vara é cortada em todos
os pontos marcados, criando uma certa quantidade de pedagos. Apods os cortes, cada um escolhe,
alternadamente, um pedago que ainda nao foi escolhido, com Liu escolhendo primeiro. O objetivo
de cada um deles é maximizar a soma dos comprimentos dos pedagos que escolheu.

Para cada n, determine o maior ¢ tal que Liu pode garantir que a soma dos comprimentos dos pedacos
que escolheu seja pelo menos ¢, independentemente das escolhas de Xiang.

Language: Portuguese Tempo: 4 horas e 30 minutos.
Cada problema vale 7 pontos.



.

IMO2026

SHANGHAI, CHINA Portuguese (por), day 2

Q)

IX(O

Quinta-feira, 16 de julho de 2026

Problema 4. Shan-Yu e Mulan disputam o seguinte jogo. Seja 6 a medida de um angulo, com
0° < 6 < 180°, conhecida por ambos os jogadores. Inicialmente, Shan-Yu corta um tridngulo de
papel T com medidas a sua escolha. Depois, eles repetidamente realizam os seguintes passos:

e Se T tem pelo menos um angulo medindo exatamente 6, entao o jogo para e Mulan vence.

o Caso contrario, Mulan escolhe um ponto P no perimetro de 7, diferente dos trés vértices, e faz
um corte reto de P ao vértice de T oposto ao lado ao qual P pertence, separando 7 em dois
triangulos.

e Shan-Yu descarta um dos dois tridngulos e o outro triangulo se torna o novo 7.

Para quais valores de 6, Mulan pode garantir a sua vitéria apdés um ntmero finito de passos, sem
depender de como Shan-Yu joga?

Problema 5. Seja R.y o conjunto dos ntimeros reais positivos. Determine todas as funcoes
f:Rsop — Ry tais que

24 w2 | [ty

> \Jxf(y
i - ()
para quaisquer x,y € Ry.
Problema 6. Seja aq,as,as,... uma sequéncia infinita de inteiros positivos maiores que 1. Para
cada inteiro positivo n, o nimero a, 1 é o menor inteiro positivo maior que a,, tal que mdc(a,41,a;) > 1
para todo 2 = 1,2, ..., n. Prove que existem inteiros positivos 17" e L tais que

ApyT = Ay + L

para todo inteiro positivo n.

(Note que mdc(z,y) denota o méximo divisor comum dos inteiros positivos x e y.)

Language: Portuguese Tempo: 4 horas e 30 minutos.
Cada problema vale 7 pontos.



