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Uloha 1. Na tabuli je napséno 2026 ne nutné riznych celych &isel vétsich nez 1. V jednom kroku
si Konfucius z rtiznych pozic na tabuli vybere dvé cela ¢isla m > 1 an > 1 a tato dvé ¢isla nahradi
Cisly

n(m,n)

D(m,n)

Konfucius libovolné provadi kroky, dokud je to mozné.

D(m,n) a

(a) Dokazte, ze bez ohledu na své vybéry Konfucius po koneéné mnoha krocich uvidi na tabuli jediné
celé cislo M vétsi nez 1.

(b) Dokazte, ze hodnota ¢isla M neni zavisla na Konfuciovych vybérech.

(Symbol D(x,y), resp. n(z,y) zna¢i nejvétsi spolecny délitel, resp. nejmensi spolecny nasobek
kladnych celych ¢isel x, y.)

Uloha 2. 'V trojtihelniku ABC oznaéme M, N postupné stiedy stran AB, AC.. Zvolme bod K, resp.
L uvnitt trojihelniku BMC, resp. BNC' (nikoliv na jejich hranici) tak, ze K lezi uvnitt trojihelniku
ABL a L lezi uvnitt trojuhelniku AKC' (nikoliv na jejich hranici). Pfedpokladejme, Ze

{KBA| = |£ACL|,  |4LBK|=|{LNC| a |{LCK|=|{BMK].

Ozna¢me O stfed kruznice opsané trojihelniku AK L. Dokazte, ze |OM| = |ON]|.

Uloha 3. Je déno kladné celé ¢islo n. Liu Bang a Xiang Yu si mezi sebe chtéji rozdélit tycku délky
1. Nejdrive Liu vyznadci nejvyse n bodi na tycce a poté Xiang vyznac¢i nejvyse n bodu na tycce.
Vyznacené body jsou navzajem rtzné. Tycka se po rozrezani ve vyznacenych bodech rozpadne na
nékolik kouskl. Na zaveér si Liu a Xiang stiidavé vybiraji dosud nevybrané kousky tycky, pricemz
Liu zac¢ind. Cilem kazdého hrace je maximalizovat soucet délek svych kouski.

Pro kazdé n urcete nejvétsi hodnotu ¢, pro kterou Liu muze zarucit, ze pro sebe vybere kousky se
souctem délek alespon ¢ nezavisle na tom, co udéla Xiang.

Language: Czech Cas: 4 hodiny a 30 minut.
Za kaZdou ulohu lze ziskat 7 bodii.
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Uloha 4. Shan-Yu a Mulan hraji hru. Uhel 6 splijici 0° < 6 < 180° je zndmy obéma hraéim.
Nejdrive Shan-Yu vysttihne z papiru trojihelnik 7 podle své volby. Poté se opakované provadéji
nasledujici kroky:

» Pokud alespon jeden z thli trojuhelniku 7 ma velikost 6, hra konci a Mulan je vitézkou.

o V opacném pripadé si Mulan vybere libovolny bod P na obvodu trojihelniku 7 kromé jeho
tii vrcholi. Rovnym stfihem z bodu P do protilehlého vrcholu trojihelniku 7 ziska dva troj-
thelniky.

e Shan-Yu jeden z téchto dvou trojihelnikti vyradi. Zbyvajici trojuhelnik se stane novym troju-

helnikem 7.

Pro jaké realné hodnoty 6 si mize Mulan zajistit vitézstvi v koneéné mnoha krocich nezavisle na
tom, jak bude Shan-Yu hrat?

Uloha 5. Oznaéme R mnozinu kladngch redlnych ¢isel. Najdéte viechny funkee f: Rt — Rt
spliujici
2?2+ f)? o fl@)ty
2 - 2
pro kazda z,y € RT.

Uloha 6. Necht ay, as, as, . . . je nekoneéna posloupnost kladnych celych ¢isel vétsich nez 1. Predpo-
kladejme, Ze pro kazdé kladné celé ¢islo n je ¢len a,.1 nejmensi kladné celé ¢islo vétsi nez a,, takové,
ze D(anpy1,a;) > 1 pro kazdé ¢ = 1,2,. .., n. Dokazte, ze existuji kladnd celd ¢isla T' a L takova, ze

Gpyr = Qp + L

pro kazdé kladné celé ¢islo n.

(Symbol D(z,y) znaci nejvétsi spolecny délitel kladnych celych ¢isel z, y.)

Language: Czech Cas: 4 hodiny a 30 minut.
Za kaZdou ulohu lze ziskat 7 bodii.



