Binmnie:
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66th International Mathematical Olympiad 2025

torek, 15. julyj 2025

Naloga 1. Premica v ravnini se imenuje soncna, ¢e ni vzporedna ne z z-0sjo, ne z y-osjo in tudi
ne s premico z +y = 0.

Naj bo n > 3 dano celo stevilo. Dolo¢i vsa nenegativna cela stevila k, za katera obstaja n razli¢nih
premic v ravnini, ki zadosc¢ajo obema naslednjima pogojema:

 za vsa naravna Stevila a in b, za katera velja a +b < n+ 1, lezi tocka (a, b) vsaj na eni premici;

e natanko k£ od teh n premic je soncnih.

Naloga 2. Naj bosta kroznica {2 s sredis¢em M in kroznica I' s sredis¢em N taki, da je polmer
kroznice €2 krajsi od polmera kroznice I". Privzemimo, da se kroznici €2 in I" sekata v dveh razli¢nih
tockah A in B. Premica M N seka kroznico 2 v tocki C' in kroznico I' v tocki D, tako da tocke C', M,
N in D lezijo na premici v tem vrstnem redu. Naj bo P sredisce trikotniku AC'D oc¢rtane kroznice.
Premica AP ponovno seka kroznico 2 v tocki E # A. Premica AP ponovno seka kroznico I' v tocki
F # A. Naj bo H visinska tocka trikotnika PM N.

Dokazi, da je premica, ki gre skozi tocko H in je vzporedna premici AP, tangenta na kroznico, ki je
o¢rtana trikotniku BEF'.

(Visinska tocka trikotnika je presecisce visin tega trikotnika.)
Naloga 3. Naj bo N mnozica naravnih stevil. Funkcija f: N — N je fantasticna, ce
f(a) deli b* — f(b)7@

za vsa naravna Stevila a in b.

Dolo¢i najmanjso realno konstanto ¢, za katero je f(n) < c¢n za vse fantasticne funkcije f in vsa
naravna Stevila n.

Language: Slovenian Cas resevanja: 4 wre in 30 minut.
Vsaka naloga je vredna 7 tock.
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Naloga 4. Pravi delitelj naravnega stevila N je pozitivni delitelj naravnega stevila NV, ki je razlicen
od N.

Neskonc¢no zaporedje aq, as, . . . sestavljajo naravna stevila, od katerih ima vsako vsaj tri prave delite-
lje. Za vsak n > 1 je naravno stevilo a,; vsota treh najvecjih pravih deliteljev naravnega stevila a,,.

Doloéi vse mozne vrednosti a;.

Naloga 5. Ana in Meta igrata igro neenakoalasti, ki je igra za dve igralki in katere pravila so
odvisna od pozitivnega realnega stevila A, ki ga obe igralki poznata. V n-ti potezi igre (ki se zacne
z n = 1) se zgodi naslednje:

« Ce je n liho $tevilo, Ana izbere nenegativno realno stevilo z,, tako da je

561+.T2+"‘+13n<)\n.

« Ce je n sodo stevilo, Meta izbere nenegativno realno stevilo z,, tako da je

x}+xy+ a2l < n.

Ce ena od igralk ne more izbrati ustreznega stevila x,,, se igra konca in druga igralka zmaga. Ce
se igra nadaljuje in se nikoli ne konc¢a, potem nobena od igralk ne zmaga. Vsa izbrana stevila so
poznana obema igralkama.

Doloci vse vrednosti A, za katere ima Ana zmagovalno strategijo, in vse vrednosti A, za katere ima
Meta zmagovalno strategijo.

Naloga 6. Velikost igralne plosce je 2025 x 2025 enotskih kvadratov. Lenart Zeli poloziti na igralno
plosco nekaj pravokotnih ploscic, lahko tudi razli¢nih velikosti, tako da bo vsaka stranica vsake od
ploscic v celoti lezala na stranicah enotskih kvadratov in bo vsak enotski kvadrat prekrit z najvec
eno ploscico.

Dolo¢i najmanjse stevilo plosé¢ic, ki jih mora Lenart poloziti na igralno plosco, tako da bo v vsaki
vrstici in v vsakem stolpcu igralne plosée natanko en enotski kvadrat, ki ne bo prekrit z nobeno
ploséico.

Language: Slovenian Cas resevanja: 4 wre in 30 minut.
Vsaka naloga je vredna 7 tock.



