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66th International Mathematical Olympiad 2025

utorok, 15. jula 2025

Uloha 1. Priamku v rovine nazveme sinecnd, ked nie je rovnobezna ani s x-ovou osou, ani s y-ovou
osou, ani s priamkou s rovnicou x + y = 0.

Nech n je celé ¢islo také, ze n > 3. Urcte vsetky nezaporné celé cisla k také, Ze existuje n roznych
priamok v rovine takych, ze plati:

« Pre vSetky kladné celé ¢isla a a b také, ze a +b < n+ 1, bod (a,b) lezi aspon na jednej z nich.

e Préave k z nich je slnecnych.

Uloha 2. Nech 2 a I st kruznice so stredmi M, resp. N také, Ze polomer (2 je mensi nez polomer
I'. Predpokladajme, ze kruznice {2 a I" sa pretinaju v dvoch réznych bodoch A a B. Priamka M N
pretina {2 v bode C' a I' v bode D, pricom body C, M, N, D lezia na priamke v takomto poradi.
Nech P je stred kruznice opisanej trojuholniku AC'D. Priamka AP pretina kruznicu {2 este v bode F
roznom od A a kruznicu I" eSte v bode F' réznom od A. Nech H je ortocentrum trojuholnika PM N.

Dokézte, ze priamka prechadzajuca cez bod H a rovnobezna s AP je doty¢nicou kruznice opisanej
trojuholniku BEF'.

(Ortocentrom trojuholnika nazyvame prieseénik jeho vysok.)

Uloha 3. Funkcia f, kde f: Nt — Nt sa nazyva senza, ak pre vsetky kladné celé ¢isla a a b plati,
ze

f(a) je delitelom b* — f(b)f@.

Urcéte najmensiu realnu konstantu c taki, ze pre kazdua senza funkciu f a kazdé kladné celé ¢islo n
plati f(n) < cn.

(N* je mnozina kladnych celych ¢isel.)

Language: Slovak Cas: 4 hodiny a 30 miniit.
Za kaZdi ulohu mozno ziskat 7 bodov.
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Uloha 4. Pod vlastngm delitelom kladného celého &sla m rozumieme kladny delitel ¢isla m rozny
od m.

Nekonecné postupnost (aq,as,...) je zloZzend z kladnych celych ¢isel, z ktorych kazdé ma aspon tri
vlastné delitele. Pre kazdé kladné celé ¢islo n je ¢islo a1 sic¢tom troch najvécsich vlastnych delitelov
cisla a,,.

Urcte vSetky mozné hodnoty a;.

Uloha 5. Alica a Baltazar hraju nekoalicni hru pre dvoch hracov, ktorej pravidld zdvisia od klad-
ného redlneho ¢isla A, ktoré je obom hrac¢om zndme. V n. tahu hry (pocnic 1.) sa stane toto:

o Ak n je nepéarne, Alica zvoli nezaporné realne cislo x,, také, ze

$1+l‘2+"‘+$n<>\n.

o Ak n je parne, Baltazar zvoli nezaporné realne ¢islo x,, také, ze
2 2 2

Ak hrac¢ nemoze zvolit vhodné cislo x,,, hra sa konéi a protihra¢ vyhrava. Ak hra pokracuje doneko-
necna, nevyhra nikto. Vsetky zvolené ¢isla st zndme obom hracom.

Urcte vsetky hodnoty A také, ze Alica méa vyhravajicu stratégiu, a aj vsetky také, ze Baltazar ma
vyhravajicu stratégiu.

Uloha 6. Matilda chce do mriezky z 2025 x 2025 jednotkovych Stvorcov umiestnit niekolko pra-
vouholnikovych dlazdic (pripadne aj roznej velkosti) tak, ze kazdad strana kazdej dlazdice lezi na
niektorej usecke mriezky a kazdy jednotkovy stvorec je pokryty najviac jednou dlazdicou.

Urcte najmensi pocet dlazdic, ktoré Matilda potrebuje umiestnif tak, aby v kazdom riadku aj v kaz-
dom stlpci bol prave jeden nepokryty Stvorec.

Language: Slovak Cas: 4 hodiny a 30 minait.
Za kaZdi ulohu mozno ziskat 7 bodov.



