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Problem 1. Bestiam alla reella tal « sadana att for varje positivt heltal n ar heltalet
la) + [2a] +--- + |na]

en multipel av n. (Notera att |z] betecknar det storsta heltal som dr mindre an eller lika med z.
Till exampel &r |—7| = —4 och |2] = |2.9] =2.)

Problem 2. Bestam alla par (a,b) av positiva heltal for vilka det existerar positiva heltal ¢ och
N sadana att

ged(a” +0, 0" +a) =g

for alla heltal n > N. (Notera att ged(z,y) betecknar den storsta gemensamma delaren av heltalen
x och y.)

Problem 3. Lat aq,as,as,... vara en odndlig foljd av positiva heltal, och lat N vara ett positivt
heltal. Anta att for varje n > N ar talet a,, lika med antalet ganger talet a,_; forekommer i listan
ai, as, ...,a,_1. Visa att atminstone en av foljderna aq,as, as, ... och as, a4, ag, ... sd smaningom ar

periodisk. (En oandlig foljd by, bs,bs, ... ar sa smaningom periodisk om det finns positiva heltal p

och M sadana att by,4, = b, for alla m > M.)

Language: Swedish Tid: 4 timmar och 30 minuter.
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Problem 4. Lat ABC vara en triangel med AB < AC < BC. Lat w vara den inskrivna cirkeln
till triangeln ABC' och lat [ vara dess medelpunkt. Lat X vara punkten pa linjen BC' skild fran
C sadan att linjen genom X parallell med AC tangerar w. Lat pa samma sidtt Y vara punkten pa
linjen BC skild fran B sadan att linjen genom Y parallell med AB tangerar w. Beteckna den andra
skarningspunkten mellan Al och den omskrivna cirkeln till triangeln ABC' med P # A. Lat K
och L vara mittpunkterna pa AC respektive AB. Visa att Z/ZKIL + /Y PX = 180°.

Problem 5. Snigeln Turbo spelar ett spel pa ett rutnat med 2024 rader och 2023 kolumner. I 2022
av rutorna finns det monster som gomt sig. Fran borjan vet Turbo inte var monstren befinner sig,
men han vet att det finns precis ett monster i varje rad med undantag for den forsta och den sista
raden. Han vet ocksa att det finns som mest ett monster i varje kolumn. Turbo gor ett antal forsok
att ta sig fran den forsta raden till den sista. Vid varje forsok véljer han att borja pa nagon ruta
i den forsta raden och forflyttar sig sedan upprepat till en ruta med en gemensam sida. (Han far
lov att aterbesdka rutor som han besokt tidigare.) Om han hamnar péd en ruta med ett monster sa
avslutas hans forsok, och han transporteras tillbaka till den forsta raden for att paborja ett nytt
forsok. Monstren forflyttar sig inte, och Turbo kommer ihag for varje ruta han besokt huruvida den
innehaller ett monster eller ej. Om han nar en ruta i den sista raden sa avslutas hans forsok, och
spelet ar over. Bestdm det minsta talet n for vilket Turbo har en strategi som garanterar att han nar
sista raden pa som mest n forsok, oberoende av hur monstren dr placerade.

Problem 6. Lat Q vara méingden av alla rationella tal. En funktion f: Q — Q &r trevlig om den
har féljande egenskap: for varje z,y € Q sa géller minst en av likheterna

fle+fw)=f@)+y och  f(f(x)+y)=x+ f(y).

Visa att det finns ett heltal ¢ sadant att det for varje trevlig funktion f finns hogst ¢ olika rationella
tal pa formen f(r)+ f(—r) for ndgot rationellt tal r, och bestam det minsta mojliga saddana talet c.

Language: Swedish Tid: 4 timmar och 30 minuter.
Fér varje problem kan man fa upp till 7 podng.



