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Uloha 1. Urdte vsetky redlne ¢isla o také, ze pre kazdé kladné celé cislo n je celé ¢islo
Lo + [20] -+ + [na]

nasobkom n. (Zapisom |z| oznacujeme najvacsie celé ¢islo neprevysujice z. Napriklad, |—7| = —4
al2] =129]=2)

Uloha 2. Uréte vietky dvojice kladnych celych &sel (a,b), pre ktoré existuju kladné celé ¢isla g a N
také, ze
NSD(a" + b, 0" +a) =g

plati pre vsetky celé ¢isla n > N. (Zapisom NSD(z,y) oznacujeme najvécsicho spolo¢ného delitela
celych ¢isel x a y.)

Uloha 3. Nech aq,as,as, ... je nekonetnd postupnost kladnych celych ¢sel a nech N je kladné
celé ¢islo. Predpokladajme, ze pre kazdé n > N je a, rovné poctu vyskytov ¢isla a,,_1; medzi ¢islami
a1, a2, ...,0n1-

Dokazte, ze aspon jedna z postupnosti ay, as, as, ... a as, aq, ag, . .. je casom periodicka.

(Nekonecna postupnost by, be, bs, ... je casom periodickd, ak existuju kladné celé ¢isla p a M také, ze
bitp = b, pre vietky m > M.)

Language: Slovak Cas: 4 hodiny a 30 minait.
Za kaZdi ulohu mozno ziskat 7 bodov.
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Uloha 4. Nech ABC je trojuholnik, v ktorom plati |[AB| < |AC| < |BC|. Ozna¢me w kruznicu
vpisani do trojuholnika ABC a I jej stred. Nech X je bod na priamke BC' rozny od bodu C
taky, ze priamka prechddzajica bodom X rovnobezna s AC' sa dotyka w. Podobne, nech Y je bod
na priamke BC' rozny od bodu B taky, ze priamka prechadzajica bodom Y rovnobezna s AB
sa dotyka w. Priamka Al pretina kruznicu opisanu trojuholniku ABC' druhykrat v bode P # A.
Oznac¢me K a L postupne stredy stran AC' a AB.

Dokazte, ze |<KIL|+ |<Y PX| = 180°.

Uloha 5. Slimak Turbo hra hru v tabulke s 2024 riadkami a 2023 stIpcami. V 2022 polickach ta-
bulky sa schovavaju prisery. Na zaciatku Turbo nevie, kde sa prisery nachadzaju, ale vie, ze v kazdom
riadku, okrem prvého a posledného sa nachadza prave jedna prisera a v kazdom stipei sa nachadza
maximalne jedna prisera.

Turbo robi sériu pokusov, aby sa dostal z prvého riadku do posledného. V kazdom pokuse zacina
na lubovolnom policku prvého riadku. Nasledne sa opakovane posiiva do susedného policka, ktoré
zdiela spolo¢ni stranu s jeho aktudlnym polickom. (Turbo sa méze vratit do uz navstivenych policok.)
Ak sa dostane do policka s priserou, jeho pokus kon¢i a je premiestneny naspéat do prvého riadku,
aby zacal novy pokus. Prisery sa nehybu a Turbo si paméta, ¢i policko, ktoré uz navstivil, obsahuje
priseru, alebo nie. Ak sa dostane do TubovoIného policka v poslednom riadku, jeho pokus kondi a tiez
aj cela hra.

Urcéte najmensiu hodnotu n, pre ktortt mé Turbo stratégiu, ktorda zaruci dosiahnutie posledného
riadku najneskor v n-tom pokuse, bez ohladu na rozmiestnenie priser.

Uloha 6. Nech Q je mnozina vSetkych raciondlnych &sel. Funkeia f: Q — Q sa nazjva kipelnd,
ak ma nasledujicu vlastnost: Pre vsetky x,y € Q plati aspon jedna z rovnosti

flz+fy)=f(x)+y alebo  f(f(z)+y) =+ f(y).

Dokazte, ze existuje celé ¢islo ¢ také, ze pre Tubovolna kipelna funkciu f existuje najviac ¢ roznych
raciondlnych ¢isel vyjadritelnych v tvare f(r)+ f(—r) pre nejaké racionélne ¢islo r a najdite najmensiu
moznu hodnotu c.

Language: Slovak Cas: 4 hodiny a 30 miniit.
Za kaZdi ulohu mozno ziskat 7 bodov.



