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Uloha 1. Urlete viechna redlnd &sla o takova, ze pro kazdé kladné celé n je cislo
Lo + [20] -+ + [na]

nasobkem n. (Zapisem |z]| rozumime nejvetsi celé ¢islo které neprevysuje z. Plati napriklad |—n| =
—4al|2]=1]29]=2)

Uloha 2. Uréete viechny dvojice kladnych celych &isel (a,b), pro néz existuji kladnd celd g a N
takova, ze rovnost
NSD(a" + b, 0" +a) =g

plati pro vsechna celd ¢isla n > N. (Zapisem NSD(z,y) rozumime nejvétsiho spole¢ného délitele
celych ¢isel x, y.)

Uloha 3. Mgéjme nekone¢nou posloupnost kladnych celych &sel aq, as, as . .. a kladné celé &slo N.
Predpokladejme, ze pro vSechnan > N je a, rovno poc¢tu vyskyti ¢isla a,,_1 mezi ¢isly aq, ao, . . ., ay_1.

Dokazte, ze alespon jedna z posloupnosti ay, as, as, ... nebo as, ay, ag, . .. je eventualné periodicka.

(O posloupnosti by, by, bs, . .. Tekneme, Ze je eventudlné periodickd, pokud existuji kladna celd p a M
takovd, ze rovnost by, = by, plati pro vSechna m > M.)

Language: Czech Cas: 4 hodiny a 30 minut.
Za kaZdou ulohu lze ziskat 7 bodii.
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Uloha 4. Je dan trojihelnik ABC, ve kterém plati |[AB| < |AC| < |BC|. Bud w kruznice vepsané
ABC se sttedem I. Necht X je bod na piimce BC riizny od C' takovy, ze rovnobézka s AC skrz X je
tecnou w. Analogicky, necht Y je bod na primce BC' rizny od B takovy, ze rovnobézka s BC skrz Y

je tecnou w. Pimka Al protind kruznici opsanou ABC podruhé v bodé P # A. Oznacme K a L
stfedy usecek AC a AB.

Dokazte, ze plati |[<KIL| + |<Y PX| = 180°.

Uloha 5. Snek Turbo hraje hru v tabulce s 2024 fadky a 2023 sloupci. Ve 2022 poli¢kéch tabulky
jsou schované priserky. Na zacatku, Turbo nevi jak presné jsou priserky rozmistény, vi ovSem, ze kazdy
radek kromé prvniho a posledniho obsahuje pravé jednu priserku a kazdy sloupec obsahuje nejvyse
jednu priserku.

Turbo se snazi v nékolika pokusech dostat z prvniho fadku do posledniho. V kazdém pokusu si Turbo
muze zvolit libovolné poc¢atecni policko v prvnim radku, nacez se muze opakované posunout z policka,
kde se nachézi, na policko sousedici s nim stranou. (Kazdé policko tak muze navstivit i vicekrat).
Vstoupi-li Turbo na policko s priserkou, jeho pokus tim konéi a teleportuje se zpatky do prvniho
radku. Priserky se nehybou a Turbo si pamatuje, zda se na policku, které navstivil, nachazi priserka.
Pokud dosahne libovolného policka z posledniho radku, jeho pokus skonci, stejné jako celd hra.

Urcete nejmensi hodnotu n pro niz ma Turbo strategii, kterd zaruéi, ze se dostane do posledniho
radku po nejvyse n pokusech, nehledé na to, jak jsou priserky rozmistény.

Uloha 6. Necht Q znadf mnozinu raciondlnich ¢isel. O funkei f: Q — Q Fekneme, Ze je ldzeriskd,
pokud splnuje nasledujici podminku: Pro vSechna z,y € Q plati alespon jedna z rovnosti

fla+ fy))=f@)+y  mnebo  f(f(z)+y)=2z+f(y).

Dokazte, ze existuje celé ¢islo ¢ takové, ze pro kazdou lazenskou funkci f existuje nejvyse ¢ riznych
raciondlnich hodnot vyjadfitelnych ve tvaru f(r) 4+ f(—r) pro néjaké racionélni ¢islo r a naleznéte
nejmensi moznou hodnotu c.

Language: Czech Cas: 4 hodiny a 30 minut.
Za kaZdou ulohu lze ziskat 7 bodii.



