D 1M0O2023
/&/ Chiba, JAPAN

Portuguese (por), day 1

Sdbado, 8 julho 2023

Problema 1. Determine todos os ntimeros inteiros n > 1 compostos que satisfazem a seguinte
propriedade: se dy,ds, ..., d; sao todos os divisores positivos de n com 1 =dy < dy < --- < dp = n,
entao d; divide d;11 4+ d;;o para todo 1 < < k — 2.

Problema 2. Seja ABC um tridangulo acutangulo com AB < AC. Seja 2 o circuncirculo de ABC'.
Seja S o ponto médio do arco C'B de ) contendo A. A reta perpendicular a BC' que passa por A
intersecta o segmento BS em D e intersecta () novamente em F # A. A reta paralela a BC' que passa
por D intersecta a reta BE em L. Denote o circuncirculo do triangulo BDL por w. A circunferéncia
w intersecta {2 novamente em P # B.

Prove que a reta tangente a w em P intersecta a reta B.S num ponto sobre a bissetriz interna de

ZBAC.

Problema 3. Para cada inteiro k > 2, determine todas as sequéncias infinitas de inteiros positivos
aj, as, ... para as quais existe um polinémio P da forma P(x) = o + 2P+ e+ ¢, em
que cg, 1, . . ., Cp_1 S0 inteiros nao negativos, tal que

P(an) = An+1Qn42 * * * Qp4k

para todo inteiro n > 1.
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Domingo, 9 julho 2023

Problema 4. Sejam zq, 9, ..., T9023 niimeros reais positivos, distintos dois a dois, tais que

11 1
= (T @t ) e
1 2 n

¢ um inteiro para todo n =1,2,...,2023. Prove que asps = 3034.

Problema 5. Seja n um inteiro positivo. Um trigngulo japonés consiste em 142+ - - -+ n circulos
iguais formando um triangulo equilatero tal que para cada ¢ = 1,2,...,n, a i-ésima linha contém
exatamente ¢ circulos, com exatamente um deles pintado de vermelho. Um caminho ninja num
tridngulo japonés é uma sequéncia de n circulos comegando com o circulo da primeira linha e indo
sucessivamente de um circulo para um dos dois circulos imediatamente abaixo dele e terminando na
ultima linha. Na figura seguinte ha um exemplo de um triangulo japonés com n = 6, no qual ha um
caminho ninja contendo dois circulos vermelhos.

Em funcao de n, encontre o maior k£ tal que em qualquer triangulo japonés existe um caminho ninja
contendo pelo menos £ circulos vermelhos.

Problema 6. Seja ABC um triangulo equilatero. Sejam A;, By, C; pontos no interior de ABC
tais que BA; = A;C, CB, = B1A, AC;, =C1B e

/BAC+ LCB1A+ LAC B = 480°.

As retas BC; e CB; se intersectam em A,, as retas C'A; e AC| se intersectam em B; e as retas AB;
e BA; se intersectam em Cl.

Prove que, se o triangulo A;B;C} é escaleno, entdo os trés circuncirculos dos tridngulos AA;As,
BB1By e CC1C5 possuem dois pontos em comum.

(Nota: um tridngulo escaleno é um tridngulo que nao possui dois lados com a mesma medida.)
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