D 1M0O2023
/&/ Chiba, JAPAN

Polish (pol), day 1

sobota, 8 lipca 2023

Zadanie 1. Wyznaczy¢ wszystkie liczby ztozone n > 1 o nastepujacej wlasnosci: jesli dy, ds, . . ., dg
sg wszystkimi dzielnikami liczby n, przy czym 1 = d; < dy < ... < dp = n, to d; dzieli d;;1 + d; o
dla kazdego 1 <@ < k — 2.

Zadanie 2. Dany jest tréjkat ostrokatny ABC, w ktérym AB < AC'. Niech () bedzie okregiem
opisanym na ABC'. Niech S bedzie srodkiem tego tuku C'B okregu €2, ktéry zawiera punkt A. Prosta
prostopadta do BC przechodzaca przez A przecina prosta BS w punkcie D oraz przecina okrag €2
ponownie w punkcie F # A. Prosta réwnolegta do BC' przechodzaca przez D przecina prostg BE
w punkcie L. Oznaczmy okrag opisany na trojkacie BDL przez w. Niech w przecina €2 ponownie
w punkcie P # B.

Dowies¢, ze styczna w punkcie P do okregu w przecina prosta BS w punkcie lezacym na dwusiecznej
kata wewnetrznego BAC.

Zadanie 3. Dla kazdej liczby catkowitej k > 2 wyznaczy¢ wszystkie nieskonczone ciggi dodatnich
liczb catkowitych aq, as, ..., dla ktérych istnieje taki wielomian P postaci

k k—1
P(z) =2"4 cp12" 4+ ...+ a1z + ¢,
gdzie ¢y, ¢y, ..., k1 sa nieujemnymi liczbami catkowitymi, ze
P(an) = Ap+10n4+2 - - - Atk

dla dowolnej liczby catkowitej n > 1.

Language: Polish Czas trwania zawodow: 4 godziny i 30 minut.
Za kazde zadanie mozna otrzymac 7 punktow.
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Zadanie 4. Niech z1, x5, ..., To023 beda takimi parami réznymi dodatnimi liczbami rzeczywistymi,
ze

11 1
an = (v1+x2+...+ 1) e
1 2 n

jest liczba catkowita dla kazdego n = 1,2,...,2023. Udowodnié¢, ze asgs = 3034.

Zadanie 5. Niech n bedzie dodatnig liczba catkowita. Trojkqt japonski sktada siez 14+24...4+n
kot ustawionych w ksztatt trojkata réwnobocznego w taki sposéb, ze dla kazdego ¢ = 1,2,...,n
-ty rzad zawiera dokladnie ¢ kot, wsrod ktérych dokladnie jedno jest pomalowane na czerwono.
Sciezka ninja w japonskim tréjkacie to ciag n kot otrzymany w nastepujacy sposéb: pierwsze koto
znajduje sie w gornym rzedzie, kazde nastepne koto jest jednym z dwdch kot znajdujacych sie bez-
posrednio pod poprzednim kotem, a ostatnie koto znajduje si¢ w dolnym rzedzie. Na rysunku przed-
stawiono przyktadowy trojkat japonski dla n = 6 oraz przyktadowa Sciezke ninja w tym tréjkacie,
ktora zawiera dwa czerwone kota.

Wyznaczy¢, w zalezno$ci od n, najwieksza taka liczbe catkowita k, ze w dowolnym trojkacie japonskim
istnieje Sciezka ninja zawierajaca co najmniej k czerwonych kot.

Zadanie 6. Dany jest trojkat rownoboczny ABC'. Niech Ay, By, C} beda takimi punktami wewnatrz
trojkata ABC, ze BA, = A,C, CB; = B1A, AC, = CB oraz

SBA,C 4+ SCBA+ SAC, B = 480°.

Niech proste BC i C'By przecinaja sie w punkcie Ay, proste C'A; i AC, przecinaja sie w punkcie B,
a proste AB; i BA; przecinaja siec w punkcie Cs.

Dowiesc, ze jedli trojkat A; B1Cy jest réznoboczny, to okregi opisane na trojkatach AA; Ay, BB1Bs i
C'C1C5 przecinajg sie w dwoch wspdlnych punktach.

(Uwaga: tréjkat réznoboczny, to trojkat, w ktérym zadne dwa boki nie sg réwne.)
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