Polish (pol), day 1

poniedziatek, 11 lipca 2022 r.

Zadanie 1. Bank miasta Oslo emituje dwa rodzaje monet: aluminiowe (oznaczane symbolem A)
oraz brazowe (oznaczane symbolem B). Dominika ma n aluminiowych oraz n brazowych monet,
poczatkowo utozonych w rzedzie w dowolnej kolejnosci. fancuchem nazywamy kazdy ciag kolejnych
monet tego samego rodzaju. Dla ustalonej dodatniej liczby catkowitej k < 2n, Dominika wielokrot-
nie wykonuje nastepujaca operacje: znajduje najdtuzszy tancuch zawierajacy k-ta monete od lewej
i przemieszcza wszystkie monety tego tancucha na lewy koniec rzedu. Przyktadowo n =4, kK = 4
oraz poczatkowe utozenie monet AABBBABA prowadza do nastepujacego ciggu operacji:

AABBBABA - BBBAAABA - AAABBBBA — BBBBAAAA — BBBBAAAA — ---.

Wyznaczy¢ wszystkie takie pary (n, k) spelniajace 1 < k < 2n, ze dla kazdego poczatkowego utozenia
monet w pewnym momencie n monet potozonych najbardziej na lewo bedzie tego samego typu.

Zadanie 2. Niech RT oznacza zbiér dodatnich liczb rzeczywistych. Wyznaczyé wszystkie takie
funkcje f: RT — R*, ze dla kazdej liczby x € R* istnieje doktadnie jedna liczba y € RT spelniajaca
nier6wnos¢é

zf(y) +yf(z) <2

Zadanie 3. Dane sg dodatnia liczba catkowita k oraz skoriczony zbiér nieparzystych liczb pierw-
szych S. Udowodnié, ze istnieje co najwyzej jeden sposéb (z dokladnoscia do obrotu oraz symetrii)
rozmieszczenia elementow zbioru S na okregu o tej wtasnosci, ze iloczyn kazdych dwoch sgsiednich
elementéw jest postaci 22 + x + k dla pewnej dodatniej liczby catkowitej z.

Language: Polish Czas trwania zawodow: 4 godziny © 30 minut.
Za kazde zadanie mozna otrzymac 7 punktow.



Polish (pol), day 2

wtorek, 12 lipca 2022 r.

Zadanie 4. Dany jest pieciokat wypuklty ABCDFE, w ktérym BC = DFE. Przypu$émy, ze we-
wnatrz ABCDE istnieje taki punkt T, ze TB = T D, TC = TFE oraz SABT = STEA. Zatézmy, ze
prosta AB przecina proste C'D oraz C'T odpowiednio w punktach P oraz ) w taki sposéb, ze punkty
P, B, A, @ leza w tej kolejnosci na prostej AB. Zalézmy, ze prosta AE przecina proste C'D oraz
DT odpowiednio w punktach R oraz S w taki sposob, ze punkty R, E, A, S leza w tej kolejnosci na
prostej AE. Wykazaé, ze punkty P, S, @, R lezg na jednym okregu.

Zadanie 5. Wyznaczy¢ wszystkie takie tréjki (a, b, p) dodatnich liczb catkowitych, ze p jest liczba
pierwsza oraz
a? = bl + p.

Zadanie 6. Dana jest dodatnia liczba catkowita n. Kwadratem nordyckim nazywamy tablice n x n
wypetniong wszystkimi liczbami catkowitymi od 1 do n? w taki sposéb, ze w kazde pole wpisana jest
doktadnie jedna liczba. Dwa rézne pola sgsiadujg, jesli maja wspélny bok. Kazde pole sasiadujace
wylacznie z polami zawierajacymi wieksze liczby nazywamy doling. Ciag jednego lub wiecej pol
tablicy nazywamy sciezkq pod gorke, jesli spelnia nastepujace warunki:

(i) pierwsze pole w tym ciggu jest dolina;
(ii) kazde kolejne pole w tym ciagu sasiaduje z poprzednim;
(iii) liczby wpisane w pola tego ciagu sa uporzadkowane rosnaco.

Wyznaczy¢, w zaleznosci od n, najmniejsza mozliwg taczng liczbe $ciezek pod gérke w kwadracie
nordyckim.
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