Czech (cze), day 1

pondeli, 11. cervence 2022

Uloha 1. Banka mésta Oslo razf mince dvou druhti: aluminiové (znacené A) a bronzové (zna-
¢ené B). Magnus ma n aluminiovych minci a n bronzovych minci v fadé v néjakém pocatecnim
poradi. Retézem rozumime podposloupnost sousednich minc stejného druhu. Pro dané pevné kladné
celé ¢islo k < 2n provadi Magnus opakované nasledujici krok: uréi nejdelsi retéz obsahujici k-tou
minci zleva a presune vsechny mince z tohoto retézu na levy konec fady. Naptiklad pron =4, k =4
a pocatecni poradi AABBBABA vypada proces takto:

AABBBABA — BBBAAABA — AAABBBBA — BBBBAAAA — BBBBAAAA — - - .

Najdéte vSechny dvojice (n, k) spliujici 1 < k < 2n takové, Ze pro kazdé pocateéni poradi se v néjaky
okamzik stane, ze levych n minci je stejného druhu.

Uloha 2. Oznaéme RT mnozinu kladnych redlnych &sel. Naleznéte vSechny funkce f: R — R+
takové, Ze pro kazdé x € R existuje pravé jedno y € RT spliiujici

zf(y) +yf(r) <2

Uloha 3. Necht k je kladné celé ¢islo a necht S je konetnd mnozina lichych prvocisel. Dokaite, 7e
existuje nejvyse jeden zpusob (az na otoceni a preklopeni) jak umistit prvky S podél obvodu kruhu
tak, aby sou¢in kazdych dvou sousednich ¢éisel byl tvaru 22 + x + k pro néjaké kladné celé &islo .

Language: Czech Cas: 4 hodiny a 30 minut.
Za kaZdou ulohu lze ziskat 7 bodii.



Czech (cze), day 2

utery, 12. cervence 2022

Uloha 4. Je dan konvexni pétithelnik ABCDE spliujici |BC| = |DE| a uvnitf n&j bod T, pro
ktery plati |T'B| = |TD|, |TC| = |TE| a |<ABT| = |[<T'EA|. Pfimka AB protne pfimky CD a CT
postupné v bodech P a @ tak, ze body P, B, A, @ lezi na primce v tomto poradi. Podobné piimka
AFE protne primky CD a DT postupné v bodech R a S tak, ze body R, E, A, S lezi na pfimce
v tomto poradi. Dokazte, ze body P, S, @), R lezi na jedné kruznici.

Uloha 5. Najdéte vechny trojice (a, b, p) kladnych celych ¢isel takovych, ze p je prvocislo a plati

a? = bl + p.

Uloha 6. Necht n je kladné celé ¢islo. Nordicky ctverec je tabulka nxn vyplnéna navzéjem riznymi
celymi ¢isly od 1 po n?. Dvé rizné policka povazujeme za sousedni, pokud sdileji stranu. Rekneme,
ze policko je dolik, pokud je v ném mensi &slo nez ve vsech sousednich politkich. Rekneme, ze
posloupnost jednoho ¢i vice policek je stoupak, pokud soucasné plati:

(i) prvni policko posloupnosti je dolik,
(ii) kazdé dalsi policko posloupnosti sousedi s predchozim polickem,
(iii) ¢isla v polickach posloupnosti jsou v rostoucim poradi.

V zavislosti na n urcete nejmensi mozny celkovy pocet stoupakii v nordickém ctverci.

Language: Czech Cas: 4 hodiny a 30 minut.
Za kaZdou ulohu lze ziskat 7 bodii.



