( /\) Polish (pol), day 1

poniedziatek, 19 lipca 2021 r.

Zadanie 1. Dana jest liczba catkowita n > 100. Iwan pisze kazda z liczb n,n +1,...,2n na innej
karcie. Nastepnie tasuje te n + 1 kart i rozdziela je na dwa stosy. Udowodni¢, ze co najmniej jeden
ze stosow zawiera dwie karty o tej wiasnosci, ze suma zapisanych na nich liczb jest kwadratem liczby

catkowitej.

Zadanie 2. Wykazaé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z1, ..., x, zachodzi nier6wnosé
22 Wlmi—al <) et
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Zadanie 3. Punkt D lezy we wnetrzu tréjkata ostrokatnego ABC, w ktérym AB > AC, w taki
sposob, ze /DAB = ZCAD. Punkt E lezacy na odcinku AC spetlnia ZADE = ZBCD, punkt F
lezacy na odcinku AB spelia ZFDA = ZDBC, a punkt X lezacy na prostej AC spelnia CX = BX.
Punkty O; i Os sa $rodkami okregéw opisanych odpowiednio na trojkatach ADC' i EX D. Udowodnié,
ze proste BC, EF', 0105 majg punkt wspolny.

Language: Polish Czas trwania zawodow: 4 godziny © 30 minut.
Za kazde zadanie mozna otrzymac 7 punktow.



( /\) Polish (pol), day 2

wtorek, 20 lipca 2021 r.

Zadanie 4. Niech I' bedzie okregiem o érodku I, a ABCD takim czworokatem wypukltym, ze
kazdy z odcinkéw AB, BC, CD, DA jest styczny do okregu I'. Niech €2 bedzie okregiem opisanym
na tréjkacie AIC. Polprosta BA™ przecina okrag 2 w punkcie X lezacym poza odcinkiem AB,
a potprosta BC'™ przecina okrag 2 w punkcie Z lezacym poza odcinkiem BC'. Polproste AD™
i CD™ przecinaja okrag ) odpowiednio w punktach Y i T', lezacych poza odcinkami AD i CD.
Udowodnié¢, ze

AD+ DT +TX +XA=CD+DY +YZ+ ZC.

Zadanie 5. Dwie wiewiorki, Baska oraz Jolka, zebraly na zime zapas 2021 orzechéw. Jolka ponu-
merowalta orzechy liczbami od 1 do 2021 i wykopata w ziemi 2021 matych dziur potozonych wzdtuz
okregu wokot ich ulubionego drzewa. Nastepnego ranka Jolka zauwazyta, ze Baska umiescita w kazde;
z dziur jeden z orzechéw, bez zwracania uwagi na ich numerowanie. Sfrustrowana Jolka postanowita
zmieni¢ potozenie orzechéw za pomoca ciggu 2021 ruchéw. W k-tym ruchu Jolka zamieni miejscami
dwa orzechy sasiadujace z orzechem o numerze k. Wykazac, ze istnieje k o tej wlasnosci, ze w k-tym
ruchu Jolka zamieni miejscami takie dwa orzechy a i b, ze a < k < .

Zadanie 6. Dana jest liczba catkowita m > 2. Niech A bedzie skonczonym zbiorem liczb catko-
witych (niekoniecznie dodatnich), a By, By, Bs, ..., B,, beda podzbiorami zbioru A. Przypusémy, ze
dla kazdego k = 1,2,...,m suma elementéw zbioru By, jest réwna m”*. Wykazaé, ze zbiér A zawiera
co najmniej m/2 elementéw.

Language: Polish Czas trwania zawodow: 4 godziny v 30 minut.
Za kazde zadanie mozna otrzymac 7 punktow.



