( /Q Czech (cze), day 1

pondeli, 19. cervence 2021

Uloha 1. Necht n > 100 je celé cislo. Ivan napsal ¢isla n,n+1,...,2n, kazdé z nich na jinou kartu.
Pak téchto n + 1 karet zamichal a rozdélil na dvé hromadky. Dokazte, ze aspon jedna z téchto hro-
madek obsahuje takové dvé karty, Ze soucet ¢isel na nich napsanych je druhou mocninou ptirozeného

cisla.

Uloha 2. Dokazte, ze pro vSechna realna ¢isla zq, ..., x, plati nerovnost
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Uloha 3. Necht D je vnitini bod ostrothlého trojihelniku ABC, v némz |AB| > |AC|, a plati
|ZDAB| = |ZCAD|. Bod E tsecky AC spliuje |ZADE| = |£ZBCD|, pro bod F tsecky AB plati
|ZFDA| = |£DBC| a pro bod X primky AC plati |CX| = |BX|. Necht O; a O, jsou stiedy kruznic
opsanych po tfadé trojuhelnikim ADC' a EXD. Dokazte, ze piimky BC, EF a 0,05 prochazeji
spolecnym bodem.

Language: Czech Cas: 4 hodiny a 30 minut.
Za kaZdou ulohu lze ziskat 7 bodii.



( /Q Czech (cze), day 2

utery, 20. cervence 2021

Uloha 4. Necht I je kruznice se stfedem I a ABC'D konvexni ¢tyfihelnik, jehoZ strany AB, BC,
CD and DA jsou tecnami kruznice I', a  je kruznice opsand trojihelniku AIC'. Poloptimka BA
protina kruznici €2 v bodé X, ktery lezi za bodem A a poloptimka BC protind 2 v bodé Z, ktery
lezi za bodem C'. Poloptimky AD a C'D protinaji kruznici {2 po fadé v bodech Y a T, které lezi za
bodem D. Dokazte, ze

|AD| + |DT| + |TX| + |XA| = |CD| + |DY| + |[Y Z| + |ZC.

Uloha 5. Dvé veverky, Bushy a Jumpy, nasbiraly na zimu 2021 of{gkt. Jumpy oznaéila ofisky &sly
od 1 do 2021 a vyhloubila 2021 malych jamek po obvodu kruznice kolem svého oblibeného stromu.
Nésledujici rano Jumpy zjistila, ze Bushy umistila do kazdé jamky po jednom ofisku bez ohledu
na jejich cisla. Nestastna Jumpy se rozhodla preskupit orisky pouzitim posloupnosti 2021 krokii.
V Ek-tém kroku Jumpy zaméni pozice dvou oriskil sousedicich s oriskem k. Dokazte, ze existuje
hodnota k takova, ze v k-tém kroku zaméni Jumpy ofisky s nékterymi ¢isly a a b, ktera splnuji
nerovnost a < k < b.

Uloha 6. Necht m > 2 je celé ¢islo, A je koneénd mnozina (ne nutné kladnych) celych ¢isel a
Bi, By, Bs, ..., B, jsou podmnoziny A. Predpokladejme, ze pro kazdé k = 1,2,...,m je soucet
prvkt By, roven m¥. Dokaite, 7e A obsahuje aspoii m /2 prvkii.

Language: Czech Cas: 4 hodiny a 30 minut.
Za kaZdou ulohu lze ziskat 7 bodii.



