‘ /\/\ / 202 0\ Slovak (slk), day 1

pondelok, 21. septembra 2020

Uloha 1. Uvazujme konvexny §tvoruholnik ABC'D. Bod P lezi vo vnitri ABCD. Platia nasledu-
juace rovnosti pomerov:

/PAD : /PBA:/DPA=1:2:3=/ZCBP : /BAP : /BPC.

Dokézte, ze nasledujuce tri priamky sa pretinaju v jednom bode: osi vnttornych uhlov ZADP a
/ZPCB a os tsecky AB.

Uloha 2. Redlne &sla a,b,c,d spliaji a >b>c¢>d>0aa+b+c+d=1. Dokdzte, ze

(a+2b+3c+4d)a® b’ ¢ d? < 1.

Uloha 3. Madme 4n kamienkov s hmotnostami 1,2, 3, . .., 4n. Kazdy kamienok je zafarbeny jednou
z n farieb a kazdou farbou su zafarbené styri kamienky. Ukéazte, ze vieme rozdelit kamienky na dve
kopky tak, aby boli splnené nasledujice dve podmienky:

o Celkové hmotnosti oboch kopok st rovnaké.

» Kazda kdopka obsahuje dva kamienky z kazdej farby.

Language: Slovak Cas: 4 hodiny a 30 miniit.
Za kazZdi ulohu mozno ziskat 7 bodov.



‘ /\/\ / 202 0\ Slovak (slk), day 2

utorok, 22. septembra 2020

Uloha 4. Dané je celé &slo n > 1. Na zjazdovke je n? stanic, vSetky v roznych vyskach. Kazd4
z dvoch firiem prevadzkujuicich lanovky, A a B, prevadzkuje k lanoviek. Kazda lanovka umoznuje
presun z jednej stanice do vysSej stanice (bez medzizastavok). k lanoviek firmy A ma k rdznych
zaciatocnych stanic a k rdoznych konecnych stanic; navyse lanovka, ktorda ma zaciatoénd stanicu
vyssie, ma aj koneént stanicu vyssie. Rovnaké podmienky splita aj B. Povieme, Ze dve stanice s
spojené firmou, ak sa da dostat z nizsej stanice do vyssej pouzitim jednej alebo viacerych lanoviek
tejto firmy (Ziadne iné pohyby medzi stanicami nie si povolené).

Urcite najmensie kladné ¢islo k, pre ktoré sa da zarucif, ze nejaké dve stanice st spojené oboma
firmami.

Uloha 5. Majme bali¢ek n > 1 kariet. Na kazdej karte je napisané kladné celé ¢islo. Balidek mé
vlastnost, Ze aritmeticky priemer ¢isel na kazdej dvojici kariet je zaroven geometrickym priemerom
c¢isel nejakej skupiny jednej alebo viacerych kariet.

Pre ktoré n to musi znamenat, ze vsetky ¢isla na kartach si rovnaké?

Uloha 6. Dokézte, e existuje kladnd konStanta ¢ také, Zze plat{ nasledujice tvrdenie:

Uvazujme celé ¢islo n > 1 a mnozinu S obsahujtiicu n bodov v rovine taka, ze vzdialenost kazdych
dvoch réznych bodov z § je aspon 1. Potom existuje priamka ¢ rozdelujica S takd, ze vzdialenost
TubovoIného bodu z S a priamky ¢ je aspon en~ /3.

(Priamka ¢ rozdeluje mnozinu bodov S, ak nejaka usecka spajajica body z S pretina ¢.)

1/3 ot

Poznamka. Riesenia, ktoré nahradia vyraz cn™"/° slabsim odhadom c¢n™%, mézu byt ocenené bodmi

v zavislosti od konstanty o > 1/3.

Language: Slovak Cas: 4 hodiny a 30 minait.
Za kaZdi ulohu mozno ziskat 7 bodov.



