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poniedziatek, 21. wrzesnia 2020

Zadanie 1. Rozwazmy czworokat wypukly ABC'D. Punkt P znajduje sie¢ wewnatrz ABC'D. Spet-
nione sg nastepujace dwie réwnosci proporcji:

LPAD : /PBA: /ZDPA=1:2:3=/ZCBP:/ZBAP: /ZBPC.

Wykazaé, ze nastepujace trzy proste przecinaja sie w jednym punkcie: dwusieczne katéw wypuktych
ZADP oraz ZPCB oraz symetralna odcinka AB.

Zadanie 2. Dane sg liczby rzeczywiste a, b, ¢, d, takie ze a >b>c>d>0oraza+b+c+d = 1.
Wykazaé, ze
(a4 2b+3c+4d)a” b c“d? < 1.

Zadanie 3. Do dyspozycji jest 4n kamyczkow o wagach 1,2,3,...,4n. Kazdy kamyczek jest po-
kolorowany doktadnie jednym z n koloréw, przy czym w kazdym z tych koloréw sa doktadnie cztery
kamyczki. Wykazaé, ze mozna w taki sposob umiesci¢ wszystkie kamyczki na dwoch stosach, ze
spelnione sa obie nastepujace wtasnosci:

o bLaczne wagi obu stosow sg jednakowe.

o Na kazdym stosie znajdujg si¢ dwa kamyczki kazdego koloru.
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Zadanie 4. Dana jest liczba catkowita n > 1. Na zboczu géry znajduje sie n? stacji kolejki
linowej, kazda na innej wysokoéci. Kazda z dwéch firm obstugujacych kolejke, A i B, posiada
doktadnie k wyciggdw; kazdy z nich umozliwia bezposredni przejazd z jednej ze stacji na pewng stacje
potozona wyzej (bez zatrzymywania sie po drodze). Wszystkie k& wyciagéw firmy A maja k réznych
stacji poczatkowych oraz k réznych stacji koncowych, a ponadto jesli jeden wyciag rozpoczyna trase
wyzej od pewnego innego, to réwniez konczy trase wyzej od niego. Te same warunki sg spetione
przez polaczenia obstugiwane przez firme B. Powiemy, ze dwie stacje sa potaczone przez firme, jesli
rozpoczynajac ze stacji potozonej nizej mozna dojechaé¢ do stacji potozonej wyzej uzywajac wytacznie
potaczen (jednego lub wiecej) obstugiwanych przez te firme (zadne inne sposoby przemieszczania sie
pomiedzy stacjami kolejki nie sa dozwolone).

Wyznaczy¢ najmniejsza dodatnia liczbe catkowita k, dla ktérej z cala pewnoscia (niezaleznie od
ukltadu polaczen) istnieje para stacji potaczonych przez obydwie firmy.

Zadanie 5. Dana jest talia n > 1 kart. Na kazdej karcie napisana jest dodatnia liczba catkowita.
Talia ma te wtasnosé, ze dla kazdej pary kart srednia arytmetyczna napisanych na nich liczb jest
réwna Sredniej geometrycznej liczb napisanych na kartach pewnego podzbioru kart talii (zawieraja-
cego jedna lub wiecej kart).

Rozstrzygnaé, dla jakich warto$ci n wynika z tego, ze wszystkie liczby napisane na kartach sa
rowne.

Zadanie 6. Wykaza¢, ze istnieje taka dodatnia stata c, ze nastepujace stwierdzenie jest prawdziwe:
Rozwazmy liczbe catkowitg n > 1 i taki zbiér S sktadajacy sie z n punktow na plaszczyznie,
ze odlegtos¢ pomiedzy kazdymi dwoma punktami z S wynosi co najmniej 1. Wtedy istnieje taka
prosta £ rozdzielajaca S, ze odlegloéé kazdego punktu z S od £ wynosi co najmniej cn™/3,
(Prosta ¢ rozdziela zbiér punktow S jezeli istnieje odcinek taczacy dwa punkty z S przecinajacy £.)

1/3

Uwaga. Stabsze wyniki z oszacowaniem cn™® zamiast cn™/® moga by¢ nagradzane cze$ciowymi

punktami w zaleznosci od statej aw > 1/3.
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