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pondeli, 21. zdari 2020

Uloha 1. Bud ABCD konvexni ¢tyfihelnik. Bod P lezi uvniti ABC'D. Plati nasledujici rovnosti
poméru:

/PAD : /PBA:/DPA=1:2:3=/ZCBP : /BAP : /BPC.

Dokazte, ze se nasledujici tii pfimky protinaji v jednom bodé: vnitini osy uhla ZADP a ZPCB a
osa usecky AB.

Uloha 2. Reélnd &sla a,b, e, d splitujia >b>c¢>d>0aa+b+c+d= 1. Dokaite, ze

(a+2b+3c+4d)a® b’ ¢ d? < 1.

Uloha 3. Mgjme 4n obldzk o hmotnostech 1,2, 3, ...,4n. Kazdy obldzek je obarven jednou z n
barev a kazdou barvou jsou obarveny ¢tyri oblazky. Ukazte, ze muzeme rozdélit oblazky do dvou
hromadek tak, aby byly splnény obé nésledujici podminky:

o Celkové hmotnosti obou hroméadek jsou stejné.

o Kazda hroméadka obsahuje dva oblazky od kazdé barvy.

Language: Czech Cas: 4 hodiny a 30 minut.
Za kaZdou ulohu lze ziskat 7 bodii.
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Uloha 4. Bud n > 1 celé &slo. Na sklonu hory je n? stanic lanovky v riznych vyskach. Kazd4 ze
dvou lanovkovych spolecnosti, A a B, provozuje k lanovek; kazdd lanovka umoznuje cestu z jedné
ze stanic do nékteré z vyssich stanic (bez dalich zastavek). k lanovek spole¢nosti A ma k raznych
startovnich stanic a k riznych cilovych stanic, navic plati, Ze vyse zac¢inajici lanovka také konci vyse.
Stejné podminky plati i pro B. O dvou stanicich fekneme, zZe jsou propojené spolecnosti, pokud se
muzeme dostat z nizsi stanice do vySs$i pomoci jedné ¢i vice lanovek této spole¢nosti (zadné jiné
presuny mezi stanicemi nejsou povoleny).

Urcete nejmensi kladné celé ¢islo k, pro které musi vzdy existovat dvojice stanic propojend obéma
spolec¢nostmi.

Uloha 5. Je dén bali¢ek n > 1 karet. Na kazdé karté je napsdno kladné celé ¢islo. Bali¢ek mé
vlastnost, ze aritmeticky prameér ¢isel na kazdé dvojici karet je roven geometrickému priameéru cisel
néjaké skupiny jedné nebo vice karet.

Pro kterd n musi byt nutné na vsech kartach stejna ¢isla?

Uloha 6. Dokazte, e existuje kladnd konstanta ¢ takov, Ze je nasledujici tvrzeni pravdivé:
Uvazme celé ¢islo n > 1 a mnozinu n bodl v roviné S takovou, ze vzdalenost libovolnych dvou
riznych bodi z § je alespon 1. Potom existuje primka ¢ rozdélujici S tak, ze vzdalenost libovolného
bodu z S k ¢ je alespoii cn~'/3.
(Primka ¢ rozdéluje mnozinu bodu S, pokud nékterd tsecka spojujici dva body z S protina ¢.)

-1/3 a

Pozndmka. Reseni, ktera nahrad{ vyraz cn slabsim odhadem cn™®, mohou byt odménény bodo-

vym ziskem zdvisejicim na hodnoté konstanty o > 1/3.

Language: Czech Cas: 4 hodiny a 30 minut.
Za kaZdou ulohu lze ziskat 7 bodii.



