
Thù Ba, ng y 16 th¡ng B£y n«m 2019

B i 1. K½ hi»u Z l  tªp c¡c sè nguy¶n. T¼m t§t c£ c¡c h m sè f : Z → Z thäa m¢n

f(2a) + 2f(b) = f(f(a+ b))

vîi måi sè nguy¶n a v  b.

B i 2. Cho tam gi¡c ABC v  c¡c �iºm A1, B1 t÷ìng ùng n¬m tr¶n c¡c c¤nh BC, AC. C¡c �iºm
P , Q t÷ìng ùng n¬m tr¶n c¡c �o¤n th¯ng AA1, BB1 sao cho PQ song song vîi AB. �iºm P1 n¬m
tr¶n �÷íng th¯ng PB1 sao cho B1 n¬m giúa P v  P1, v  ∠PP1C = ∠BAC. T÷ìng tü, �iºm Q1 n¬m
tr¶n �÷íng th¯ng QA1 sao cho A1 n¬m giúa Q v  Q1, v  ∠CQ1Q = ∠CBA.

Chùng minh r¬ng c¡c �iºm P , Q, P1 v  Q1 còng n¬m tr¶n mët �÷íng trán.

B i 3. Mët m¤ng x¢ hëi câ 2019 ng÷íi dòng vîi mët sè c°p trong �â l  b¤n b±. Bi¸t r¬ng n¸u
ng÷íi dòng A l  b¤n vîi ng÷íi dòng B th¼ ng÷íi dòng B công l  b¤n vîi ng÷íi dòng A. Nhúng sü
ki»n nh÷ sau câ thº l¦n l÷ñt x£y ra:

Ba ng÷íi dòng A, B, C, trong �â A l  b¤n vîi c£ B v  C nh÷ng B v  C khæng ph£i l 
b¤n cõa nhau, s³ thay �êi tr¤ng th¡i b¤n b± cõa hå sao cho B v  C trð th nh b¤n cõa
nhau nh÷ng A khæng cán l  b¤n vîi B v  công khæng cán l  b¤n vîi C. C¡c tr¤ng th¡i
b¤n b± kh¡c khæng thay �êi.

Ban �¦u, câ 1010 ng÷íi dòng m  méi ng÷íi câ �óng 1009 ng÷íi b¤n v  1009 ng÷íi dòng m  méi
ng÷íi câ �óng 1010 ng÷íi b¤n. Chùng minh r¬ng câ thº x£y ra mët chuéi c¡c sü ki»n nh÷ tr¶n m 
sau �â méi ng÷íi dòng l  b¤n vîi khæng qu¡ mët ng÷íi dòng kh¡c.
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B i 4. T¼m t§t c£ c¡c c°p sè nguy¶n d÷ìng (k, n) sao cho

k! = (2n − 1)(2n − 2)(2n − 4) · · · (2n − 2n−1).

B i 5. Ng¥n h ng th nh phè Bath ph¡t h nh c¡c �çng xu vîi mët m°t �÷ñc in chú H v  mët m°t
�÷ñc in chú T . Th¦y Töy câ n �çng xu �÷ñc x¸p th nh mët h ng tø tr¡i qua ph£i. Th¦y Töy thüc
hi»n li¶n ti¸p c¡c b÷îc bi¸n �êi sau: n¸u câ �óng k > 0 �çng xu vîi m°t ngûa l  H, th¦y s³ lªt �çng
xu thù k kº tø b¶n tr¡i; n¸u khæng, t§t c£ c¡c �çng xu �·u câ m°t ngûa l  T v  th¦y døng l¤i. V½
dö, n¸u n = 3 th¼ qu¡ tr¼nh b­t �¦u vîi c§u h¼nh THT s³ l  THT → HHT → HTT → TTT , v  do
�â qu¡ tr¼nh døng l¤i sau ba b÷îc.

(a) Chùng minh r¬ng, vîi méi c§u h¼nh ban �¦u, qu¡ tr¼nh s³ døng l¤i sau mët sè húu h¤n b÷îc.

(b) Vîi méi c§u h¼nh C ban �¦u cõa c¡c �çng xu, gåi L(C) l  sè c¡c b÷îc bi¸n �êi m  th¦y Töy
thüc hi»n cho �¸n khi qu¡ tr¼nh døng l¤i. V½ dö, L(THT ) = 3 v  L(TTT ) = 0. H¢y t½nh gi¡
trà trung b¼nh cõa L(C) tr¶n têng sè 2n c§u h¼nh ban �¦u câ thº cõa c¡c �çng xu.

B i 6. Gåi I l  t¥m �÷íng trán nëi ti¸p cõa tam gi¡c nhån ABC vîi AB 6= AC. �÷íng trán nëi
ti¸p ω cõa tam gi¡c ABC ti¸p xóc vîi c¡c c¤nh BC, CA v  AB t÷ìng ùng t¤i c¡c �iºm D, E v  F .
�÷íng th¯ng qua D vuæng gâc vîi EF c­t l¤i ω t¤i R. �÷íng th¯ng AR c­t l¤i ω t¤i P . �÷íng trán
ngo¤i ti¸p cõa tam gi¡c PCE c­t l¤i �÷íng trán ngo¤i ti¸p cõa tam gi¡c PBF t¤i Q.

Chùng minh r¬ng c¡c �÷íng th¯ng DI v  PQ c­t nhau t¤i mët �iºm n¬m tr¶n �÷íng th¯ng qua A
v  vuæng gâc vîi AI.
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