
Вiвторок, 16 липня 2019 р.

Задача 1. Нехай Z — множина всiх цiлих чисел. Знайдiть усi функцiї f : Z → Z такi, що для
будь-яких цiлих чисел a i b справджується рiвнiсть

f(2a) + 2f(b) = f(f(a+ b)).

Задача 2. У трикутнику ABC точка A1 лежить на вiдрiзку BC, а точкаB1 лежить на вiдрiзку
AC. Нехай P i Q — точки на вiдрiзках AA1 та BB1 вiдповiдно, такi, що пряма PQ паралельна
до AB. Точку P1 вибрано на прямiй PB1 так, що B1 знаходиться строго мiж P i P1, при цьому
∠PP1C = ∠BAC. Аналогiчно, точку Q1 вибрано на прямiй QA1 так, що A1 знаходиться строго
мiж Q i Q1, при цьому ∠CQ1Q = ∠CBA.

Доведiть, що точки P , Q, P1 i Q1 належать одному колу.

Задача 3. У соцiальнiй мережi 2019 користувачiв. Деякi користувачi товаришують з деякими
iншими, при цьому якщо користувач A є другом користувача B, то B також є другом A. Змiни
наступного типу здiйснюються послiдовно, по однiй змiнi за раз:

обираються три користувачi A, B та C такi, що A є другом для B та C, але B i C
не є друзями; пiсля цього B та C стають друзями, але A перестає бути другом для
B i для C. В усiх iнших парах вiдношення не змiнюються.

Спочатку 1010 користувачiв мають по 1009 друзiв кожний, а 1009 користувачiв мають по
1010 друзiв кожний. Доведiть, що iснує послiдовнiсть змiн, пiсля яких кожен користувач матиме
не бiльше одного друга.
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Середа, 17 липня 2019 р.

Задача 4. Знайдiть усi пари натуральних чисел (k, n) такi, що

k! = (2n − 1)(2n − 2)(2n − 4) · · · (2n − 2n−1).

Задача 5. Банк мiста Бат виробляє монети з лiтерою H на одному боцi та лiтерою T на
iншому боцi. Гаррi виклав n таких монет у ряд злiва направо. Вiн послiдовно виконує таку
операцiю: якщо в ряду рiвно k > 0 монет лежать догори лiтерою H, то вiн перевертає k-ту
злiва монету; iнакше усi монети лежать догори лiтерою T i вiн зупиняється. Наприклад, якщо
n = 3 та процес починається з конфiгурацiї THT , то послiдовнiсть операцiй матиме такий
вигляд: THT → HHT → HTT → TTT , тобто процес зупиниться пiсля трьох операцiй.

(a) Доведiть, що для будь-якої початкової конфiгурацiї процес зупиниться пiсля скiнченної
кiлькостi операцiй.

(b) Для кожної початкової конфiгурацiї C позначимо за L(C) кiлькiсть операцiй, пiсля яких
процес зупиниться. Наприклад, L(THT ) = 3 та L(TTT ) = 0. Знайдiть середнє арифме-
тичне значень L(C), якщо C пробiгає всi 2n можливих початкових конфiгурацiй.

Задача 6. Нехай I — центр вписаного кола гострокутного трикутника ABC, та AB 6= AC.
Вписане коло ω трикутника ABC дотикається сторiн BC, CA i AB у точках D, E та F вiдповiд-
но. Пряма, що проходить через D перпендикулярно до EF , вдруге перетинає коло ω у точцi R.
Пряма AR вдруге перетинає коло ω у точцi P . Описанi кола трикутникiв PCE та PBF вдруге
перетинаються в точцi Q.

Доведiть, що прямiDI та PQ перетинаються на прямiй, що проходить через A перпендикулярно
до AI.
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