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Zadanie 1. Niech Z oznacza zbior liczb catkowitych. Wyznaczy¢ wszystkie takie funkcje f: Z — Z,
ze dla dowolnych liczb catkowitych a i b zachodzi réwnosé

f(2a) +2f(b) = f(f(a+D)).

Zadanie 2. W trojkacie ABC punkt Ay lezy na boku BC oraz punkt B; lezy na boku AC'. Niech
P i @ beda takimi punktami lezacymi odpowiednio na odcinkach AA; i BB;, ze prosta P(Q) jest
rownolegta do prostej AB. Niech P; bedzie takim punktem na prostej PB;, ze By lezy pomiedzy
punktami P i P, oraz /PP,C' = ZBAC. Podobnie, niech (); bedzie takim punktem na prostej Q Ay,
ze A lezy pomiedzy punktami @) i Q)1 oraz ZCQ1QQ = ZCBA.

Dowies¢, ze punkty P, @), P, i ()1 lezg na jednym okregu.

Zadanie 3. Pewna sie¢ spoteczno$ciowa ma 2019 uzytkownikow. Niektore pary uzytkownikow
sa znajomymi. Jesli uzytkownik A jest znajomym uzytkownika B, to B jest znajomym A. Moga
zaj$¢ zdarzenia nastepujacej postaci, przy czym w kazdym momencie moze zaj$é tylko jedno takie
zdarzenie:

Jesli A, B i C' sg takimi trzema uzytkownikami, ze A jest znajomym zaréwno B jak i C,
ale B nie jest znajomym C, to statusy znajomo$ci zmieniaja sie w nastepujacy sposob:
B staje sie znajomym C, a A przestaje by¢ znajomym zaréwno B jak i C'. Wszystkie
pozostate statusy znajomosci pozostaja niezmienione.

Na poczatku 1010 uzytkownikéw miato po 1009 znajomych oraz 1009 uzytkownikéw miato po 1010
znajomych. Udowodnié¢, ze istnieje ciag takich zdarzen, po ktorych kazdy uzytkownik bedzie mial
co najwyzej jednego znajomego.
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Zadanie 4. Znalez¢ wszystkie pary (k,n) dodatnich liczb catkowitych, takich ze

kl= (2" —1)(2" —2)(2" —4)... (2" — 2" ).

Zadanie 5. Bank of Bath wydaje monety z symbolem H po jednej stronie i symbolem 7" po drugiej
stronie. Janusz ma n takich monet ustawionych w rzedzie od lewej do prawej. Janusz wielokrotnie
wykonuje nastepujace ruchy: jesli na doktadnie £ > 0 monetach widnieje symbol H, to odwraca on
k-ta monete liczac od lewej; w przeciwnym razie na wszystkich monetach widnieje symbol 7" i Janusz
przestaje wykonywaé dalsze ruchy. Na przyktad, jesli n = 3 i poczatkowym ustawieniem monet jest
THT, to otrzymamy proces THT — HHT — HTT — TTT, ktory konczy sie po trzech ruchach.

(a) Udowodni¢, ze niezaleznie od poczatkowego ustawienia monet Janusz przestanie odwraca¢ mo-
nety po wykonaniu skoniczenie wielu ruchéw.

(b) Dla kazdego poczatkowego ustawienia monet C' oznaczmy przez L(C') liczbe ruchéw, po ktorych
Janusz przestanie odwraca¢ monety. Na przyktad, L(THT) = 31 L(TTT) = 0. Wyznaczy¢
srednia wartos¢ L(C'), gdzie C przebiega wszystkie 2" mozliwych poczatkowych ustawienn monet.

Zadanie 6. Dany jest trojkat ostrokatny ABC, w ktorym AB # AC. Punkt I jest $rodkiem
okregu w wpisanego w trojkat ABC. Okrag w jest styczny do bokow BC, CA i AB odpowied-
nio w punktach D, F i F. Prosta przechodzaca przez D i prostopadia do E'F' przecina w ponownie
w punkcie R. Prosta AR przecina w ponownie w punkcie P. Okregi opisane na trojkatach PCE i PBF
przecinaja sie ponownie w punkcie Q).

Udowodnié¢, ze proste DI i PQ przecinaja sie w punkcie lezacym na prostej prostopadtej do Al i
przechodzacej przez A.
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