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Zadatak 1. Neka je Z skup cijelih brojeva. Odrediti sve funkcije f: Z — Z takve da za sve cijele
brojeve a i b vazi

f(2a) +2f(b) = f(f(a+D)).

Zadatak 2. Tacka A, izabrana je na stranici BC', a tacka B; na stranici AC trougla ABC. Tacke
P i (@ izabrane su na duzima AA; i BBy, redom, tako da je prava P() paralelna sa pravom AB. Neka
je P; tacka na pravoj PB; takva da je By izmedu tacaka P i P; i da vazi /PP,C = ZBAC'. Sli¢no,
neka je 1 tacka na pravoj QA; takva da je A; izmedu tacaka Q) i Q1 i da vazi ZCQ.:Q = ZCBA.

Dokazati da su tacke P, @, P; i Q) koncikli¢ne.

Zadatak 3. Jedna drustvena mreza ima 2019 korisnika od kojih su neki parovi prijatelji. Pri tome,
ako je A prijatelj korisnika B, tada je i B prijatelj korisnika A. Jedna po jedna, promjene sljedeceg
tipa se mogu dogoditi:

tri korisnika A, B i C, takva da je A prijatelj i sa B i sa C', ali B i C nijesu prijatelji,
mijenjaju statuse njihovih prijateljstava tako da su B i C' sada prijatelji, ali A viSe nije
prijatelj ni sa B ni sa C'; statusi svih ostalih prijateljstava se ne mijenjaju.

Na pocetku, 1010 korisnika ima po 1009 prijatelja, a 1009 korisnika po 1010 prijatelja. Dokazati
da postoji niz opisanih promjena nakon kojih svaki korisnik ima najvise jednog prijatelja medu
preostalima.
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Zadatak 4. Nadi sve parove (k,n) prirodnih brojeva takve da vazi

El= (2" —1)(2" —2)(2" —4)--- (2" — 2" ).

Zadatak 5. Banka grada Bata izdaje novcic¢e koji sa jedne strane imaju oznaku H, a sa druge
oznaku T'. Hari je poredao n ovakvih novéi¢a u niz slijeva na desno. Sa ovim nov¢i¢ima on ponavlja
sljedecu operaciju: ako je u nizu ta¢no k£ > 0 nov¢ic¢a koji pokazuju H, tada okrece k-ti novci¢ slijeva;
inace, svi nov¢i¢i pokazuju T i proces se zavrSava. Na primjer, ako je n = 3 i pocetni raspored je
THT, Hari vrsi sljedeci niz operacija THT — HHT — HTT — TTT, i proces se zavrSava nakon
tri operacije.

(a) Dokazati da za svaki pocetni raspored novéi¢a Hari zavrSava opisani proces nakon konacéno
mnogo operacija.

(b) Za pocetni raspored C neka je sa L(C') oznacen broj operacija koje Hari izvrsi prije nego §to se
proces zavrsi. Na primjer, L(THT) = 3 i L(TTT) = 0. Odrediti aritmeticku sredinu brojeva
L(C) po svih 2" moguéih pocetnih rasporeda C.

Zadatak 6. Neka je I centar upisane kruznice ostrouglog trougla ABC', gdje je AB # AC'. Upisana
kruznica w trougla ABC dodiruje stranice BC, CA i AB u tackama D, E i F, redom. Prava koja
sadrzi D i normalna je na EF sijeCe kruznicu w ponovo u tacki R. Prava AR sijeCe kruznicu w
ponovo u tacki P. Kruznice opisane oko trouglova PC'E i PBF sijeku se ponovo u tacki Q).

Dokazati da se prave DI i P() sijeku na pravoj koja sadrzi A i normalna je na Al.

Language: Montenegrin Vrijeme za rad: 4 sata i 30 minuta.
Svaki zadatak vrijedi 7 poena.



