
Antradienis, 2019 m. liepos 16 d.

1 uºdavinys. Raskite visas tokias funkcijas f : Z → Z, kad

f(2a) + 2f(b) = f(f(a+ b))

su visais a, b ∈ Z. (�ia Z ºymi visu� sveiku�ju� skai£iu� aib¦.)

2 uºdavinys. Ta²kas A1 priklauso trikampio ABC kra²tinei BC, o ta²kas B1 � kra²tinei AC.
Ta²kai P ir Q priklauso atkarpoms atitinkamai AA1 ir BB1, o ties
es PQ ir AB yra lygiagre£ios.
Ta²kas P1 priklauso tiesei PB1, £ia B1 yra tarp P ir P1, bei ∠PP1C = ∠BAC. Analogi²kai, ta²kas
Q1 priklauso tiesei QA1, £ia A1 yra tarp Q ir Q1, bei ∠CQ1Q = ∠CBA.

I�rodykite, kad ta²kai P , Q, P1 ir Q1 priklauso vienam apskritimui.

3 uºdavinys. Socialinis tinklas turi 2019 naudotoju�. Kai kurie i² ju� yra draugai. (Draugyst
e
visada abipus
e: jei A yra B draugas, tai ir B yra A draugas.) Vienas po kito gali atsitikti tokie
i�vykiai:

Bet kurie trys naudotojai A, B ir C, tokie kad A yra ir B, ir C draugas, bet B ir C
n
era draugai, pakei£ia savo draugys£iu� statusus taip: B ir C tampa draugais, ta£iau A
nutraukia draugyst¦ su B ir C. Visu� kitu� draugys£iu� statusai ²io i�vykio metu nepasikei£ia.

Pradºioje yra 1010 naudotoju�, kiekvienas i² kuriu� turi lygiai 1009 draugus, ir 1009 naudotojai,
kiekvienas i² kuriu� turi lygiai 1010 draugu�. I�rodykite, kad egzistuoja tokia auk²£iau apra²ytu� i�vykiu�
seka, kad po visu� pasikeitimu� kiekvienas tinklo naudotojas tur
es ne daugiau kaip po vien¡ draug¡.
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4 uºdavinys. Raskite visas nat	uraliu�ju� skai£iu� poras (k, n), su kuriomis

k! = (2n − 1)(2n − 2)(2n − 4) · · · (2n − 2n−1).

5 uºdavinys. Banko leidºiamu� monetu� vienoje pus
eje yra raid
e H, o kitoje pus
eje raid
e T . Haris
turi n monetu�, kurios guli vienoje eil
eje i² kair
es i� de²in¦. Jis vis kartoja toki¡ operacij¡: jei lygiai
k > 0 monetu� atverstos H puse, tai jis apver£ia k-t¡j¡ monet¡ is kair
es; jei visos monetos atverstos T
puse, jis sustoja ir nieko nebedaro. Pavyzdºiui, jei n = 3 ir procesas prasideda nuo pradin
es pad
eties
THT , tai jis vyks taip: THT → HHT → HTT → TTT . Vadinasi, sustota bus po triju� operaciju�.

(a) I�rodykite, kad kokia beb	utu� pradin
e pad
etis, Haris visada sustos po baigtinio skai£iaus operaciju�.

(b) Tegu L(C) ºymi operaciju� skai£iu�, po kurio Haris sustoja, kai pradin
e pad
etis yra C. Pavyzdºiui,
L(THT ) = 3 ir L(TTT ) = 0. Raskite vidutin¦ L(C) reik²m¦ pagal visas 2n pradiniu� pad
e£iu�
C.

6 uºdavinys. Duotas smailusis trikampis ABC, kuriame AB 6= AC. Jo i�br
eºtinis apskritimas ω,
kurio centras I, lie£ia kra²tines BC, CA ir AB atitinkamai ta²kuose D, E ir F . Ties
e, einanti per
ta²k¡ D ir statmena EF , v
el kerta ω ta²ke R. Ties
e AR v
el kerta ω ta²ke P . Apie trikampius PCE
ir PBF apibr
eºti apskritimai darkart kertasi ta²ke Q.

I�rodykite, kas tiesiu� DI ir PQ susikirtimo ta²kas priklauso tiesei, einan£iai per ta²k¡ A ir stat-
menai AI.
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