
 

 

화요일, 2019년 7월 16일 

문제 1.  ℤ는 모든 옹근수들로 이루어진 모임이다. 임의의 옹근수 𝑎, 𝑏에 대하여 

𝑓(2𝑎) + 2𝑓(𝑏) = 𝑓(𝑓(𝑎 + 𝑏)) 

를 만족시키는 함수 𝑓 ∶ ℤ → ℤ를 모두 구하시오. 

문제 2. 3각형 𝐴𝐵𝐶에서 점 𝐴1은 변 𝐵𝐶에 놓이고 점 𝐵1은 변 𝐴𝐶에 놓인다. 𝑃와 

𝑄는 각각 선분 𝐴𝐴1과 선분 𝐵𝐵1에 놓이는 점들로서 𝑃𝑄와 𝐴𝐵가 평행되게 놓여있

다. 직선 𝑃𝐵1에 점 𝑃1를 찍되 𝐵1이 선분 𝑃𝑃1(끝점은 제외)에 놓이고 ∠𝑃𝑃1𝐶 =

∠𝐵𝐴𝐶되게 하였다. 마찬가지로 점 𝑄1을 직선 𝑄𝐴1에 찍되 𝐴1이 선분 𝑄𝑄1(끝점은 

제외)에 놓이고 ∠𝐶𝑄1𝑄 = ∠𝐶𝐵𝐴되게 하였다. 이때 네 점 𝑃, 𝑄, 𝑃1, 𝑄1이 한원둘레

에 놓인다는것을 증명하시오. 

문제 3. 어떤 단체에 2019명의 사람들이 있는데 일부 사람들은 친구지간이다. 𝐴

가 𝐵의 친구이면 𝐵도 𝐴의 친구이다. 다음과 같이 친구관계를 바꾸는것을 한번의 

조작으로 본다: 

𝐴가 𝐵, 𝐶를 둘다 친구로 가지고 𝐵와 𝐶는 서로 친구지간이 아닌 세명의 

사람 𝐴, 𝐵, 𝐶를 선택하고 이들사이의 친구관계를 𝐵와 𝐶는 서로 친구지

간이고 𝐴는 𝐵와도 친구가 아니고 𝐶와도 친구가 아닌것으로 바꾼다. 그

밖의 친구관계들은 달라지지 않는다. 

처음에 1010명의 사람들은 매 사람이 각각 1009명의 친구를 가지고 나머지 1009

명의 사람들은 매 사람이 각각 1010명의 친구를 가진다. 이때 적당한 조작렬이 

있어서 이 조작들을 진행한 후 매 사람이 다 한명이하의 친구를 가지게 된다는것

을 증명하시오. 
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문제 4. 다음의 식을 만족시키는 자연수쌍 (𝑘, 𝑛)을 모두 구하시오. 

𝑘! = (2𝑛 − 1)(2𝑛 − 2)(2𝑛 − 4)⋯(2𝑛 − 2𝑛−1). 

문제 5. 은행에서 한면에는 𝐻가 새겨져있고 다른 한면에는 𝑇가 새겨져있는 쇠돈을 발

행하였다. 이러한 쇠돈 𝑛개를 왼쪽으로부터 오른쪽으로 가면서 한줄로 놓고 다음의 조

작을 반복하여 진행한다: 만일 𝐻가 우로 향한 쇠돈이 꼭 𝑘 > 0개 있으면 왼쪽으로부터 

𝑘번째 쇠돈을 뒤집고; 그렇지 않으면, 즉 모든 쇠돈들이 다 𝑇가 우로 향하도록 놓여있

으면 조작을 끝낸다. 실례로 𝑛 = 3일 때 초기상태 𝑇𝐻𝑇에 대하여 조작은 𝑇𝐻𝑇 → 𝐻𝐻𝑇 →

𝐻𝑇𝑇 → 𝑇𝑇𝑇로 세번 진행된 다음 끝나게 된다. 

(a) 매 초기상태에 대하여 유한번만에 조작이 끝난다는것을 증명하시오. 

(b) 매 초기상태 𝐶에 대하여 조작이 끝날 때까지 진행한 조작회수를 𝐿(𝐶)로 표시하자. 

실례로 𝐿(𝑇𝐻𝑇) = 3이고 𝐿(𝑇𝑇𝑇) = 0이다. 𝐶가 가능한 2𝑛개의 초기상태들을 다 취할 때 

𝐿(𝐶)의 평균값을 구하시오. 

문제 6. 뾰족3각형 𝐴𝐵𝐶에서 𝐴𝐵 ≠ 𝐴𝐶 이고 그 내심은 𝐼이다. 3각형 𝐴𝐵𝐶의 내접원 𝜔는 

변 𝐵𝐶, 𝐶𝐴, 𝐴𝐵와 각각 점 𝐷, 𝐸, 𝐹에서 접한다. 𝐷를 지나며 𝐸𝐹에 수직인 직선이 𝜔와 

다시 사귀는 점을 𝑅라고 한다. 직선 𝐴𝑅가 𝜔와 다시 사귀는 점을 𝑃라고 한다. 3각형 𝑃𝐶𝐸

와 𝑃𝐵𝐹의 외접원들은 점 𝑄에서 다시 사귄다. 이때 직선 𝐷𝐼와 𝑃𝑄는 𝐴를 지나면서 𝐴𝐼에 

수직인 직선에서 사귄다는것을 증명하시오. 
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