Z

IMO 2019

60™ INTERNATIONAL
MATHEMATICAL OLYMPIAD

Estonian (est), day 1

Teisipiev, 16. juuli 2019

Ulesanne 1. Olgu Z téisarvude hulk. Leia kéik sellised funktsioonid f: Z — Z, et koigi tiisarvude
a ja b korral

f(2a) +2f(b) = f(f(a+D)).

Ulesanne 2. Kolmnurgas ABC' asub punkt A, kiiljel BC ning punkt By kiiljel AC. Olgu P ja Q
sellised punktid vastavalt 16ikudel AA; ja BBi, et PQ ja AB on paralleelsed. Olgu P; selline punkt
sirgel PBy, et By asub rangelt punktide P ja P; vahel ning /PP,C = ZBAC'. Analoogselt, olgu (),
selline punkt sirgel QA;, et A; asub rangelt punktide @) ja ()1 vahel ning ZCQ:Q) = LCBA.

Toesta, et punktid P, ), P, ja (), asuvad iihel ringjoonel.

Ulesanne 3. Sotsiaalvorgustikus on 2019 kasutajat, kellest moned paarid on sébrad. Alati, kui
kasutaja A on kasutaja B sober, on kasutaja B iihtlasi kasutaja A sober. Jargnevat tiiiipi siindmused
voivad leida korduvalt aset, iiks korraga:

Kui kasutajad A, B ja C on sellised, et A on korraga nii B kui C sober, kuid B ja C pole
omavahel sobrad, siis nad muudavad oma sopruse staatuseid selliselt, et B ja C' on niiiid
sobrad, kuid A pole enam ei B ega C' sober. Ukski teine sopruse staatus ei muutu.

Algselt on 1010 kasutajal igaiihel 1009 sopra ning 1009 kasutajal igaiihel 1010 sopra. Toesta, et leidub
selliste siindmuste jada, mille jérel on iga kasutaja sober iilimalt iihe teise kasutajaga.
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Ulesanne 4. Leia koik positiivsete tiisarvude paarid (k, n), mille korral

El= (2" —1)(2" —2)(2" —4)--- (2" — 2" ).

Ulesanne 5. Vannipank annab villja miinte, mille iihel kiiljel on H ja teisel T. Harryl on n sellist
miinti, mis paiknevad sirgel vasakult paremale. Ta teostab korduvalt jargmist operatsiooni: kui on
tiapselt £ > 0 miinti kiiljega H {ileval, siis ta keerab {imber vasakult £. miindi; muul juhul on koik

miindid kiiljega T iileval ning ta lopetab. Naiteks, kui n = 3, siis protsess, mis algab konfiguratsioonist
THT, oleks THT — HHT — HTT — TTT, mis lopeb kolme operatsiooni jarel.

(a) Toesta, et iga algse konfiguratsiooni korral 16petab Harry mingi 16pliku arvu operatsioonide
jarel.

(b) Iga algse konfiguratsiooni C' korral olgu L(C') operatsioonide arv, mille jarel Harry lopetab.
Niiteks, L(THT') = 3 ning L(TTT) = 0. Leia L(C) keskmine viirtus iile koikide 2" voimalike
C konfiguratsioonide.

Ulesanne 6. Olgu I teravnurkse kolmnurga ABC siseringjoone keskpunkt, kusjuures |AB| # |AC|.
Kolmnurga ABC siseringjoon w puutub kiilgi BC', C'A ja AB vastavalt punktides D, F ja F'. Ristsirge
sirgele EF'F' 1dbi punkti D loikab ringjoont w uuesti punktis R. Sirge AR loikab ringjoont w uuesti
punktis P. Kolmnurkade PCFE ja PBF iimberringjooned loikuvad uuesti punktis Q.

Toesta, et sirged DI ja PQ loikuvad AT ristsirgel 1abi punkti A.

Language: Estonian Aega: 4 tundi ja 30 minutit
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