
Úterý, 16. £ervence, 2019

Úloha 1. Nech´ Z zna£í mnoºinu celých £ísel. Ur£ete v²echny funkce f : Z → Z takové, ºe pro

libovolná celá £ísla a, b platí

f(2a) + 2f(b) = f(f(a+ b)).

Úloha 2. Na stranách BC a AC trojúhelníka ABC leºí po °ad¥ body A1 a B1. Body P a Q jsou

zvoleny postupn¥ uvnit° úse£ek AA1 a BB1 tak, ºe p°ímka PQ je rovnob¥ºná se stranou AB. Dále P1

je bod na p°ímce PB1, pro n¥jº platí, ºe B1 leºí uvnit° úse£ky PP1 a zárove¬ |^PP1C| = |^BAC|.
Podobn¥ bod Q1 leºí na p°ímce QA1 tak, ºe A1 leºí uvnit° úse£ky QQ1 a zárove¬ platí |^CQ1Q| =
|^CBA|.

Dokaºte, ºe body P , Q, P1, Q1 leºí na jedné kruºnici.

Úloha 3. Na sociální síti s 2019 uºivateli jsou n¥které dvojice uºivatel· p°átelé, p°i£emº p°átelství

jsou vºdy vzájemná. Vztahy v této síti se mohou m¥nit opakovaným provedením následující operace:

T°i uºivatelé A, B, C spl¬ující, ºe A se p°átelí s B i C a zárove¬ ºe B a C nejsou p°áteli,

zm¥ní svá p°átelství tak, ºe B se sp°átelí s C a zárove¬ A ukon£í svá p°átelství s B i s

C. V²echna ostatní p°átelství z·stanou beze zm¥ny.

Na za£átku je v síti 1010 uºivatel·, z nichº kaºdý má 1009 p°átel, a 1009 uºivatel·, z nichº kaºdý má

1010 p°átel. Ukaºte, ºe existuje vhodná posloupnost uvedených operací, po jejímº provedení nemá

ºádný uºivatel sít¥ více neº jednoho p°ítele.

Language: Czech �as: 4 hodiny a 30 minut
Za kaºdou úlohu lze získat 7 bod·

Czech (cze), day 1



St°eda, 17. £ervence, 2019

Úloha 4. Nalezn¥te v²echny dvojice kladných celých £ísel (k, n) spl¬ujících

k! = (2n − 1)(2n − 2)(2n − 4) · · · (2n − 2n−1).

Úloha 5. Banka m¥sta Bath vydává mince, na jejichº jedné stran¥ je vyraºeno písmeno H a na té
druhé pak písmeno T . Pepa si n takových mincí postavil do °ady zleva doprava a opakoval následující
operaci: Ukazuje-li alespo¬ jedna mince H, pak Pepa obrátí k-tou minci zleva, kde k je po£et mincí
ukazujících H. Ukazují-li v²echny mince písmeno T , posloupnost operací kon£í. Nap°íklad pro n = 3
a po£áte£ní kon�guraci THT by Pepa postupn¥ získal THT → HHT → HTT → TTT a po t¥chto
t°ech operacích by skon£il.

(a) Ukaºte, ºe pro libovolnou po£áte£ní kon�guraci je Pepa nucen skon£it po kone£ném po£tu
krok·.

(b) Pro kaºdou po£áte£ní kon�guraci C ozna£íme L(C) po£et operací, které Pepa provede, neº je
nucen skon£it. Nap°íklad L(THT ) = 3 a L(TTT ) = 0. Pokud spo£ítáme hodnotu L(C) pro
kaºdou z 2n po£áte£ních kon�gurací, jaký bude aritmetický pr·m¥r v²ech spo£ítaných hodnot?

Úloha 6. Nech´ I je st°ed kruºnice vepsané ostroúhlého trojúhelníka ABC, v n¥mº |AB| 6= |AC|.
Kruºnici vepsanou tomuto trojúhelníku dále ozna£íme ω a její body dotyku se stranami BC, CA a
AB postupn¥ jako D, E a F . Kolmice na p°ímku EF vedená bodem D protne kruºnici ω podruhé v
bod¥ R. Dále pak P je druhý pr·se£ík AR s kruºnicí ω. Kone£n¥ ozna£me Q druhý pr·se£ík kruºnic
opsaných trojúhelník·m PCE a PBF .

Dokaºte, ºe pr·se£ík p°ímek DI a PQ leºí na kolmici vedené bodem A k p°ímce AI.
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