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Uloha 1. Necht Z zna¢i mnozinu celych &sel. Uréete viechny funkce f: Z — Z takové, Ze pro
libovolna celé ¢isla a, b plati

f(2a) +2f(b) = f(f(a+D)).

Uloha 2. Na stranach BC a AC trojthelnika ABC' lezi po fadé body A; a B;. Body P a @ jsou
zvoleny postupné uvniti usecek AA; a BB, tak, ze primka P() je rovnobézna se stranou AB. Dale P,
je bod na piimce PBj, pro néjz plati, Zze By lezi uvniti usecky PP; a zaroveii |[<PP,C| = |[<BAC].
Podobné bod @, lezi na piimce QA; tak, ze A; lezi uvniti tsecky QQ; a zaroven plati |[<CQ1Q)| =
|<CBA].

Dokazte, ze body P, @, Py, 1 lezi na jedné kruznici.

Uloha 3. Na socialni siti s 2019 uzivateli jsou nékteré dvojice uzivatelii pratelé, p¥icemz piatelstvi
jsou vzdy vzajemnda. Vztahy v této siti se mohou ménit opakovanym provedenim nésledujici operace:

Tii uzivatelé A, B, C' splhujici, ze A se prateli s B i C a zaroven ze B a C' nejsou piateli,
zmeéni sva pratelstvi tak, ze B se sprateli s C a zaroven A ukonc¢i sva pfatelstvis B is
C'. VSechna ostatni pratelstvi ziistanou beze zmény.

Na zacatku je v siti 1010 uzivateli, z nichz kazdy méa 1009 pratel, a 1009 uzivateli, z nichz kazdy ma
1010 pratel. Ukazte, Ze existuje vhodna posloupnost uvedenych operaci, po jejimz provedeni nema
zadny uzivatel sité vice nez jednoho pfitele.
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Uloha 4. Naleznéte viechny dvojice kladnych celych &isel (k,n) splitujicich

El= (2" —1)(2" —2)(2" —4)--- (2" — 2" 1).

Uloha 5. Banka mésta Bath vydava mince, na jejich jedné strané je vyraZeno pismeno H a na té
druhé pak pismeno T'. Pepa si n takovych minci postavil do fady zleva doprava a opakoval néasledujici
operaci: Ukazuje-li alespon jedna mince H, pak Pepa obrati k-tou minci zleva, kde k je pocet minci
ukazujicich H. Ukazuji-li vSechny mince pismeno 7', posloupnost operaci kon¢i. Naptiklad pro n = 3
a pocatecni konfiguraci THT by Pepa postupné ziskal THT — HH'T — HTT — TTT a po téchto
tfech operacich by skond¢il.

(a) Ukazte, ze pro libovolnou pocateéni konfiguraci je Pepa nucen skonéit po konedném poctu
kroki.

(b) Pro kazdou pocateéni konfiguraci C' ozna¢ime L(C') pocet operaci, které Pepa provede, nez je
nucen skon¢it. Napitklad L(THT) = 3 a L(TTT) = 0. Pokud spoéitdme hodnotu L(C) pro
kazdou z 2™ pocatec¢nich konfiguraci, jaky bude aritmeticky prumér vSech spocitanych hodnot?

Uloha 6. Necht I je stfed kruznice vepsané ostrotihlého trojihelnika ABC, v némz |AB| # |AC|.
Kruznici vepsanou tomuto trojihelniku dale oznac¢ime w a jeji body dotyku se stranami BC', C'A a
AB postupné jako D, F a F'. Kolmice na pfimku EF'F vedend bodem D protne kruznici w podruhé v
bodé R. Déale pak P je druhy priisec¢ik AR s kruznici w. Konecné oznac¢me () druhy prisecik kruznic
opsanych trojuhelnikim PCE a PBF.

Dokazte, ze prusecik primek DI a P(Q) lezi na kolmici vedené bodem A k piimce Al.
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