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Задача 1. Для довiльного цiлого a0 > 1 визначимо послiдовнiсть a0, a1, a2, . . . таким чином:

an+1 =

{ √
an, якщо

√
an – цiле число,

an + 3 в протилежному випадку, для усiх n > 0.

Знайдiть всi значення a0, при яких iснує число A таке, що an = A для нескiнченної кiлькостi
значень n.

Задача 2. Нехай R – множина всiх дiйсних чисел. Знайдiть усi функцiї f : R → R такi, що
для всiх дiйсних x i y справджується рiвнiсть

f (f(x)f(y)) + f(x+ y) = f(xy).

Задача 3. Мисливець i невидимий кролик грають у таку гру на площинi. Початкова точка
A0 кролика i початкова точка B0 мисливця спiвпадають. Нехай пiсля n − 1 раунду гри кро-
лик знаходиться у точцi An−1, а мисливець – у точцi Bn−1. Тодi в n-му раундi гри послiдовно
виконуються такi три дiї:

(i) Кролик, залишаючись невидимим, перемiщується в точку An таку, що вiдстань мiж точ-
ками An−1 i An дорiвнює 1.

(ii) Слiдкуючий пристрiй повiдомляє мисливцю деяку точку Pn. При цьому, слiдкуючий при-
стрiй гарантує лише те, що вiдстань мiж точками Pn i An не бiльша за 1.

(iii) Мисливець, залишаючись видимим, перемiщується в точку Bn таку, що вiдстаннi мiж
точками Bn−1 i Bn дорiвнює 1.

Чи завжди можливо мисливцю, при довiльних перемiщеннях кролика i довiльних повiдом-
лених слiдкуючим пристроєм точках, вибрати свої перемiщення таким чином, щоб пiсля 109

раундiв вiн мiг гарантувати, що вiдстань мiж ним i кроликом не бiльша за 100?
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Задача 4. Нехай R i S – двi рiзнi точки на колi Ω такi, що вiдрiзок RS не є дiаметром. Нехай
` – дотична до Ω в точцi R. Точка T обрана так, що точка S є серединою вiдрiзка RT . Точка
J вибрана на меншiй дузi RS кола Ω так, що коло Γ, яке описане навколо трикутника JST ,
перетинає ` в двох рiзних точках. Нехай A – та iз спiльних точок Γ i `, що знаходиться ближче
до точки R. Пряма AJ вдруге перетинає Ω в точцi K. Доведiть, що пряма KT дотикається до
кола Γ.

Задача 5. Задане цiле число N > 2. Команда, що складається з N(N + 1) футболiстiв, кожнi
двоє з яких мають рiзний зрiст, вишикувана в ряд. Андрiй Шевченко бажає прибрати з ряду
N(N − 1) гравцiв так, щоб для решти ряду з 2N гравцiв справджувались такi N умов:

(1) нiхто не стоїть мiж двома найвищими гравцями,

(2) нiхто не стоїть мiж третiм i четвертим за зрiстом гравцями,

...

(N) нiхто не стоїть мiж двома найнижчими гравцями.

Доведiть, що це завжди можна зробити.

Задача 6. Впорядкована пара (x, y) цiлих чисел називається примiтивною точкою, якщо
найбiльший спiльний дiльник чисел x i y дорiвнює 1. Задано скiнчену множину S примiтивних
точок. Доведiть, що iснують натуральне n i цiлi a0, a1, . . . , an такi, що для кожної примiтивної
точки (x, y) з S справджується рiвнiсть

a0x
n + a1x

n−1y + a2x
n−2y2 + · · · + an−1xy

n−1 + any
n = 1.
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