
Âòîðíèê, 18 èþëÿ 2017 ãîäà

Çàäà÷à 1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî öåëîãî a0 > 1 îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a0, a1, a2, . . .
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

an+1 =

{ √
an, åñëè

√
an � öåëîå ÷èñëî,

an + 3 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,
äëÿ âñåõ n > 0.

Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ a0, ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ÷èñëî A òàêîå, ÷òî an = A äëÿ áåñêîíå÷íî
ìíîãèõ çíà÷åíèé n.

Çàäà÷à 2. Ïóñòü R � ìíîæåñòâî âñåõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Íàéäèòå âñå ôóíêöèè f : R → R
òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ âåùåñòâåííûõ x è y âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

f (f(x)f(y)) + f(x+ y) = f(xy).

Çàäà÷à 3. Îõîòíèê è íåâèäèìûé êðîëèê èãðàþò â ñëåäóþùóþ èãðó íà ïëîñêîñòè. Ñòàðòî-
âàÿ òî÷êà A0 êðîëèêà è ñòàðòîâàÿ òî÷êà B0 îõîòíèêà ñîâïàäàþò. Ïóñòü ïîñëå n − 1 ðàóíäà
èãðû êðîëèê íàõîäèòñÿ â òî÷êå An−1, à îõîòíèê � â òî÷êå Bn−1. Òîãäà â n-îì ðàóíäå èãðû
ïîñëåäîâàòåëüíî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå òðè äåéñòâèÿ:

(i) Êðîëèê, îñòàâàÿñü íåâèäèìûì, ïåðåìåùàåòñÿ â òî÷êó An òàêóþ, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó
An−1 è An â òî÷íîñòè ðàâíî 1.

(ii) Ñëåäÿùåå óñòðîéñòâî ñîîáùàåò îõîòíèêó íåêîòîðóþ òî÷êó Pn. Ïðè ýòîì ñëåäÿùåå óñòðîé-
ñòâî ãàðàíòèðóåò òîëüêî òî, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè Pn è An íå áîëüøå 1.

(iii) Îõîòíèê, îñòàâàÿñü âèäèìûì, ïåðåìåùàåòñÿ â òî÷êó Bn òàêóþ, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó
Bn−1 è Bn â òî÷íîñòè ðàâíî 1.

Âñåãäà ëè âîçìîæíî îõîòíèêó, ïðè ëþáûõ ïåðåìåùåíèÿõ êðîëèêà è ëþáûõ ñîîáùàåìûõ
ñëåäÿùèì óñòðîéñòâîì òî÷êàõ, âûáèðàòü ñâîè ïåðåìåùåíèÿ òàê, ÷òîáû ïîñëå 109 ðàóíäîâ îí
ìîã ãàðàíòèðîâàòü, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó íèì è êðîëèêîì íå áîëüøå 100?
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Çàäà÷à 4. Ïóñòü R è S � äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè íà îêðóæíîñòè Ω òàêèå, ÷òî RS íå ÿâëÿåòñÿ
äèàìåòðîì. Ïóñòü ` � êàñàòåëüíàÿ ê Ω â òî÷êåR. Òî÷êà T âûáðàíà òàê, ÷òî S ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé
îòðåçêà RT . Òî÷êà J âûáðàíà íà ìåíüøåé äóãå RS îêðóæíîñòè Ω òàê, ÷òî îêðóæíîñòü Γ,
îïèñàííàÿ îêîëî òðåóãîëüíèêà JST , ïåðåñåêàåò ` â äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ. Ïóñòü A � òà èç
îáùèõ òî÷åê Γ è `, êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ áëèæå ê òî÷êå R. Ïðÿìàÿ AJ âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò Ω â
òî÷êå K. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ KT êàñàåòñÿ Γ.

Çàäà÷à 5. Äàíî öåëîå ÷èñëî N > 2. Êîìàíäà, ñîñòîÿùàÿ èç N(N + 1) ôóòáîëèñòîâ, ëþáûå
äâà èç êîòîðûõ ðàçíîãî ðîñòà, ïîñòðîåíà â ðÿä. Òðåíåð õî÷åò óäàëèòü èç ðÿäà N(N−1) èãðîêîâ
òàê, ÷òîáû äëÿ îñòàâøåãîñÿ ðÿäà èç 2N èãðîêîâ âûïîëíÿëèñü ñëåäóþùèå N óñëîâèé:

(1) íèêòî íå ñòîèò ìåæäó äâóìÿ ñàìûìè âûñîêèìè èãðîêàìè,

(2) íèêòî íå ñòîèò ìåæäó òðåòüèì è ÷åòâåðòûì ïî ðîñòó èãðîêàìè,

...

(N) íèêòî íå ñòîèò ìåæäó äâóìÿ ñàìûìè íèçêèìè èãðîêàìè.

Äîêàæèòå, ÷òî ýòî âñåãäà âîçìîæíî.

Çàäà÷à 6. Óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà (x, y) öåëûõ ÷èñåë íàçûâàåòñÿ ïðèìèòèâíîé òî÷êîé, åñëè
íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë x è y ðàâåí 1. Äàíî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî S ïðèìèòèâíûõ
òî÷åê. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóþò íàòóðàëüíîå n è öåëûå a0, a1, . . . , an òàêèå, ÷òî äëÿ êàæäîé
ïðèìèòèâíîé òî÷êè (x, y) èç S âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

a0x
n + a1x

n−1y + a2x
n−2y2 + · · · + an−1xy

n−1 + any
n = 1.
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