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Zadanie 1. Dla danej liczby catkowitej ag > 1 zdefiniujmy ciag ag, a1, as, ... nastepujaco:

odli 1 . owi .
iy = \/Cn jesh 1cz.ba v/, jest catkowita, dla wszystkich n > 0.
a, +3 w przeciwnym przypadku,

Wyznaczy¢ wszystkie wartosci ag, dla ktorych istnieje taka liczba A, ze a, = A dla nieskonczenie
wielu wartosci n.

Zadanie 2. Przez R oznaczamy zbior wszystkich liczb rzeczywistych. Wyznaczy¢ wszystkie takie
funkcje f: R — R, ze dla wszystkich liczb rzeczywistych x i y zachodzi rownosé

ff@)f(y) + flx+y) = flzy).

Zadanie 3. Mysliwy i niewidzialny zajac graja w gre na ptaszczyznie euklidesowej. Punkt startowy
zajaca Ay oraz punkt startowy mysliwego By sa rowne. Po n — 1 rundach gry zajac znajduje sie w
punkcie A,,_; a mysliwy znajduje sie w punkcie B,,_;. W n-tej rundzie gry nastepujace trzy zdarzenia
zachodza kolejno.

(i) Zajac, pozostajac niewidocznym, przemieszcza sie do dowolnego punktu A, lezacego w odlegtosci
dokladnie 1 od A,,_;.

(ii) Urzadzenie namierzajace wskazuje mysliwemu pewien punkt P,. Jedyna gwarancja dawana
mysliwemu przez urzadzenie jest to, ze odlegto$é pomiedzy punktami P, i A, jest nie wieksza
niz 1.

(iii) Mysliwy, pozostajac widocznym, przemieszcza sie do dowolnego punktu B, lezacego w odleglosci
doktadnie 1 od B,,_;.

Czy mysliwy moze zawsze tak dobiera¢ swoje ruchy, by, niezaleznie od ruchéw zajaca oraz punktow
wskazywanych przez urzadzenie namierzajace, po 10° rundach mie¢ pewnosé, ze odlegloéé pomiedzy
nim a zajacem jest nie wicksza niz 1007

Language: Polish Czas trwania zawodow: 4 godziny i 30 minut
Za kazde zadanie mozna otrzymac 7 punktow.
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Zadanie 4. Niech R i S beda réznymi punktami lezacymi na okregu €2, przy czym odcinek RS nie
jest érednica €). Prosta ¢ jest styczna do okregu €2 w punkcie R. Niech T bedzie takim punktem,
ze S jest srodkiem odcinka RT. Punkt J wybrano na krotszym tuku RS okregu  tak, ze okrag I'
opisany na tréjkacie JST przecina prosta ¢ w dwoch réznych punktach. Niech A bedzie punktem
przeciecia okregu I' i prostej ¢ lezacym blizej punktu R. Prosta AJ przecina okrag €2 ponownie w
punkcie K. Udowodnié, ze prosta KT jest styczna do okregu I'.

Zadanie 5. Dana jest liczba catkowita N > 2. Druzyna N (N + 1) pitkarzy, wérod ktorych kazdych
dwoch jest roznego wzrostu, ustawita sie w rzedzie. Trener Piechniczek chciatby usunaé¢ N(N — 1)
pitkarzy z tego rzedu w taki sposob, by w powstalym rzedzie zlozonym z 2N pitkarzy nastepujacych
N warunkoéw byto spelnionych:

(1) nikt nie stoi pomiedzy dwoma najwyzszymi pitkarzami;

(2) nikt nie stoi pomiedzy trzecim najwyzszym pitkarzem i czwartym najwyzszym pitkarzem;

(N) nikt nie stoi pomiedzy dwoma najnizszymi pitkarzami.

Wykazac, ze jest to zawsze mozliwe.

Zadanie 6. Uporzadkowana pare (x,y) liczb caltkowitych nazywamy punktem pierwotnym jesli
najwiekszy wspolny dzielnik = i y wynosi 1. Dany jest skoniczony zbior S sktadajacy sie z punktow
pierwotnych. Dowieéé¢, ze istnieje dodatnia liczba catkowita n oraz liczby catkowite ag, aq, ..., a,
takie, ze dla kazdego punktu pierwotnego (z,y) nalezacego do S spelniona jest rownosé:

aoz" + a2ty + acx™ 2P 4 -+ ap_1zy™ + any” = 1.

Language: Polish Czas trwania zawodow: 4 godziny i 30 minut
Za kazde zadanie mozna otrzymaé 7 punktow.



