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Zadanie 1. Dla danej liczby całkowitej a0 > 1 zdefiniujmy ciąg a0, a1, a2, . . . następująco:

an+1 =

{ √
an jeśli liczba

√
an jest całkowita,

an + 3 w przeciwnym przypadku, dla wszystkich n > 0.

Wyznaczyć wszystkie wartości a0, dla których istnieje taka liczba A, że an = A dla nieskończenie
wielu wartości n.

Zadanie 2. Przez R oznaczamy zbiór wszystkich liczb rzeczywistych. Wyznaczyć wszystkie takie
funkcje f : R→ R, że dla wszystkich liczb rzeczywistych x i y zachodzi równość

f (f(x)f(y)) + f(x+ y) = f(xy).

Zadanie 3. Myśliwy i niewidzialny zając grają w grę na płaszczyźnie euklidesowej. Punkt startowy
zająca A0 oraz punkt startowy myśliwego B0 są równe. Po n − 1 rundach gry zając znajduje się w
punkcie An−1 a myśliwy znajduje się w punkcie Bn−1. W n-tej rundzie gry następujące trzy zdarzenia
zachodzą kolejno.

(i) Zając, pozostając niewidocznym, przemieszcza się do dowolnego punktuAn leżącego w odległości
dokładnie 1 od An−1.

(ii) Urządzenie namierzające wskazuje myśliwemu pewien punkt Pn. Jedyną gwarancją dawaną
myśliwemu przez urządzenie jest to, że odległość pomiędzy punktami Pn i An jest nie większa
niż 1.

(iii) Myśliwy, pozostając widocznym, przemieszcza się do dowolnego punktuBn leżącego w odległości
dokładnie 1 od Bn−1.

Czy myśliwy może zawsze tak dobierać swoje ruchy, by, niezależnie od ruchów zająca oraz punktów
wskazywanych przez urządzenie namierzające, po 109 rundach mieć pewność, że odległość pomiędzy
nim a zającem jest nie większa niż 100?
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Zadanie 4. Niech R i S b¦d¡ ró»nymi punktami le»¡cymi na okr¦gu Ω, przy czym odcinek RS nie
jest ±rednic¡ Ω. Prosta ` jest styczna do okr¦gu Ω w punkcie R. Niech T b¦dzie takim punktem,
»e S jest ±rodkiem odcinka RT . Punkt J wybrano na krótszym ªuku RS okr¦gu Ω tak, »e okr¡g Γ
opisany na trójk¡cie JST przecina prost¡ ` w dwóch ró»nych punktach. Niech A b¦dzie punktem
przeci¦cia okr¦gu Γ i prostej ` le»¡cym bli»ej punktu R. Prosta AJ przecina okr¡g Ω ponownie w
punkcie K. Udowodni¢, »e prosta KT jest styczna do okr¦gu Γ.

Zadanie 5. Dana jest liczba caªkowita N > 2. Dru»yna N(N +1) piªkarzy, w±ród których ka»dych
dwóch jest ró»nego wzrostu, ustawiªa si¦ w rz¦dzie. Trener Piechniczek chciaªby usun¡¢ N(N − 1)
piªkarzy z tego rz¦du w taki sposób, by w powstaªym rz¦dzie zªo»onym z 2N piªkarzy nast¦puj¡cych
N warunków byªo speªnionych:

(1) nikt nie stoi pomi¦dzy dwoma najwy»szymi piªkarzami;

(2) nikt nie stoi pomi¦dzy trzecim najwy»szym piªkarzem i czwartym najwy»szym piªkarzem;

...

(N) nikt nie stoi pomi¦dzy dwoma najni»szymi piªkarzami.

Wykaza¢, »e jest to zawsze mo»liwe.

Zadanie 6. Uporz¡dkowan¡ par¦ (x, y) liczb caªkowitych nazywamy punktem pierwotnym je±li
najwi¦kszy wspólny dzielnik x i y wynosi 1. Dany jest sko«czony zbiór S skªadaj¡cy si¦ z punktów
pierwotnych. Dowie±¢, »e istnieje dodatnia liczba caªkowita n oraz liczby caªkowite a0, a1, . . . , an
takie, »e dla ka»dego punktu pierwotnego (x, y) nale»¡cego do S speªniona jest równo±¢:

a0x
n + a1x

n−1y + a2x
n−2y2 + · · · + an−1xy

n−1 + any
n = 1.
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