
Utorak, 18. jul 2017.

1. zadatak. Za dati prirodan broj a0 > 1, definiximo niz a0, a1, a2, . . . tako da je za
svako n > 0

an+1 =

{ √
an, ako je

√
an cio broj,

an + 3, u suprotnom.

Odrediti sve vrijednosti a0 za koje postoji broj A takav da je an = A za beskonaqno
mnogo vrijednosti n.

2. zadatak. Sa R je oznaqen skup realnih brojeva. Odrediti sve funkcije f : R → R
takve da za sve realne brojeve x i y va�i

f (f(x)f(y)) + f(x+ y) = f(xy).

3. zadatak. Lovac i nevidǉivi zec igraju igru u ravni. Polazne taqke zeca i lovca,
redom oznaqene sa A0 i B0, su iste. Nakon n − 1 krugova igre, zec je u taqki An−1, a
lovac u taqki Bn−1. U n-tom krugu se doga�a sǉede�e, ovim redom:

(i) Zec se neprimjetno pomjera u taqku An na rastojaǌu taqno 1 od taqke An−1.

(ii) Lovac na radaru oqitava taqku Pn. Jedino xto radar garantuje je da je rastojaǌe
izme�u taqaka Pn i An najvixe 1.

(iii) Lovac se pomjera u taqku Bn na rastojaǌu taqno 1 od taqke Bn−1, xto zec vidi.

Da li lovac uvijek, ma kakvi bili kretaǌe zeca i izvjextaji sa radara, mo�e da
se kre�e tako da osigura da poslije 109 krugova rastojaǌe izme�u ǌega i zeca bude
najvixe 100?
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Srijeda, 19. jul 2017.

4. zadatak. Date su razliqite taqke R i S na kru�nici Ω tako da RS nije ǌen
preqnik. Neka je ` tangenta na kru�nicu Ω u taqki R. Taqka T je takva da je S
sredixte du�i RT . Taqka J na kra�em luku RS kru�nice Ω je takva da opisana
kru�nica Γ trougla JST sijeqe pravu ` u dvije razliqite taqke. Neka je A ona od te
dvije taqke koja je bli�a taqki R. Prava AJ ponovo sijeqe kru�nicu Ω u taqki K.
Dokazati da prava KT dodiruje kru�nicu Γ.

5. zadatak. Dat je prirodan broj N > 2. U redu se nalazi N(N + 1) fudbalera me�u-
sobno razliqitih visina. Xef Mixko �eli da ukloni N(N − 1) igraqa, ostavǉaju�i
red sa 2N igraqa u kome je zadovoǉeno sǉede�ih N uslova:

(1) izme�u dvojice najvixih igraqa ne stoji niko,

(2) izme�u tre�eg i qetvrtog igraqa po visini ne stoji niko,
...

(N) izme�u dvojice najni�ih igraqa ne stoji niko.

Dokazati da se ovo uvijek mo�e izvesti.

6. zadatak. Ure�eni par cijelih brojeva (x, y) zovemo primitivnom taqkom ako je
najve�i zajedniqki djelilac brojeva x i y jednak 1. Neka je S konaqan skup primitivnih
taqaka. Dokazati da postoje prirodan broj n i cijeli brojevi a0, a1, . . . , an takvi da
za sve taqke (x, y) iz skupa S va�i

a0x
n + a1x

n−1y + a2x
n−2y2 + · · · + an−1xy

n−1 + any
n = 1.
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