
Vtornik, 18 juli 2017.

1. Za sekoj cel broj a0 > 1, opredelena e niza a0, a1, a2, . . . na sledniot naqin:

an+1 =

{ √
an, ako

√
an e cel broj,

an + 3, vo sprotiven sluqaj,
za sekoj n > 0.

Opredeli gi site vrednosti za a0, za koi postoi broj A takov xto an = A za beskoneqno
mnogu vrednosti na n.

2. Neka R e mno�estvoto na realni broevi. Opredeli gi site funkcii f : R → R,
takvi xto za sekoi realni broevi x i y e ispolneto

f (f(x)f(y)) + f(x+ y) = f(xy).

3. Lovec i nevidliv zajak igraat igra vo Evklidova ramnina. Poqetnite toqki na
zajakot, A0, i na lovecot, B0, se isti. Posle n − 1 krugovi od igrata, zajakot e vo
toqkata An−1, a lovecot vo toqkata Bn−1. Vo n-tiot krug na igrata se sluquva slednoto,
vo dadeniot redosled:

(i) Zajakot neprimetno se premestuva vo toqkata An, koja e na rastojanie toqno 1 od
toqkata An−1.

(ii) Lovecot na radarot ja oqituva toqkata Pn. Edinstveno xto radarot garantira e
deka rastojanieto me�gu toqkite Pn i An e najmnogu 1.

(iii) Lovecot se pomestuva vo toqkata Bn koja e na rastojanie toqno 1 od toqkata Bn−1,
xto zajakot go gleda.

Dali lovecot, pri bilo kakvo dvi�eǌe na zajakot i izvextaite od radarot, mo�e da
se dvi�i na toj naqin da posle 109 krugovi od igrata rastojanieto me�gu nego i zajakot
da bide najmnogu 100?
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Sreda, 19 juli 2017.

4. Neka R i S se razliqni toqki od kru�nicata Ω taka xto RS ne e nejzin dijametar.
Neka ` e tangenta kon kru�nicata Ω vo toqkata R. Toqkata T e takva xto S e sredna
toqka na otseqkata RT . Toqkata J e izbrana na pomaliot lak RS od kru�nicata Ω, taka
xto opixanata kru�nica Γ okolu triagolnikot JST ja seqe pravata ` vo dve razliqni
toqki. Neka A e zaedniqka toqka od kru�nicata Γ i pravata `, koja e poblisku do
toqkata R. Pravata AJ ja seqe povtorno kru�nicata Ω vo toqkata K. Doka�i deka
pravata KT e tangenta na kru�nicata Γ.

5. Daden e priroden broj N > 2. Vo redica se nao�gaat N(N + 1) fudbaleri so
me�gusebno razliqni visini. Xefot Darko saka da odstrani N(N − 1) igraqi od redi-
cata, ostavaj�ki redica so 2N igraqi, za koi se ispolneti slednite N uslovi:

(1) pome�gu dvata najvisoki igraqi ne stoi nikoj;

(2) pome�gu tretiot i qetvrtiot igraq po visina ne stoi nikoj;
...

(N) pome�gu dvata najniski igraqi ne stoi nikoj.

Doka�i deka ova sekogax mo�e da se izvede.

6. Podredeniot par od celi broevi (x, y) e primitivna toqka ako najgolemiot zaed-
niqki delitel na broevite x i y e ednakov na 1. Dadeno e koneqno mno�estvo S od
primitivni toqki. Doka�i deka postoi pozitiven cel broj n i celi broevi a0, a1, . . . ,
an takvi xto za sekoj podreden par (x, y) od mno�estvoto S e ispolneto

a0x
n + a1x

n−1y + a2x
n−2y2 + · · · + an−1xy

n−1 + any
n = 1.
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