
Âòîðíèê, 18 þëè, 2017

Çàäà÷à 1. Çà âñÿêî öÿëî ÷èñëî a0 > 1, äåôèíèðàìå ðåäèöàòà a0, a1, a2, . . . ïî ñëåäíîòî
ïðàâèëî:

an+1 =

{ √
an àêî

√
an å öÿëî ÷èñëî,

an + 3 â ïðîòèâåí ñëó÷àé,
çà âñÿêî n > 0.

Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè ñòîéíîñòè íà a0, çà êîèòî ñúùåñòâóâà ÷èñëî A òàêîâà, ÷å an = A çà
áåçáðîéíî ìíîãî ñòîéíîñòè íà n.

Çàäà÷à 2. Íåêà R å ìíîæåñòâîòî íà ðåàëíèòå ÷èñëà. Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè ôóíêöèè f : R → R,
òàêèâà, ÷å çà âñåêè äâå ðåàëíè ÷èñëà x è y å èçïúëíåíî ðàâåíñòâîòî

f (f(x)f(y)) + f(x+ y) = f(xy).

Çàäà÷à 3. Ëîâåö è íåâèäèì çàåê èãðàÿò â ðàâíèíàòà ñëåäíàòà èãðà. Íà÷àëíàòà òî÷êà A0

íà çàåêà è íà÷àëíàòà òî÷êà B0 íà ëîâåöà ñúâïàäàò. Íåêà ñëåä n − 1 ðóíäà íà èãðàòà çàåêúò
ñå íàìèðà â òî÷êà An−1, à ëîâåöúò ñå íàìèðà â òî÷êà Bn−1. Òîãàâà â n-ÿ ðóíä íà èãðàòà
ïîñëåäîâàòåëíî ñå èçïúëíÿâàò ñëåäíèòå òðè äåéñòâèÿ:

(i) Çàåêúò, îñòàâàéêè íåâèäèì, ñå ïðèäâèæâà äî òî÷êà An, çà êîÿòî ðàçñòîÿíèåòî ìåæäó An−1

è An å òî÷íî 1.

(ii) Ïðîñëåäÿâàùî óñòðîéñòâî äîêëàäâà íÿêàêâà òî÷êà Pn íà ëîâåöà, êàòî ãàðàíòèðà åäèíñòâåíî
òîâà, ÷å ðàçñòîÿíèåòî ìåæäó òî÷êèòå Pn è An å íàé-ìíîãî 1.

(iii) Ëîâåöúò, îñòàâàéêè âèäèì, ñå ïðèäâèæâà äî òî÷êà Bn, çà êîÿòî ðàçñòîÿíèåòî ìåæäó Bn−1

è Bn å òî÷íî 1.

Âèíàãè ëè å âúçìîæíî ëîâåöúò, íåçàâèñèìî êàê ñå äâèæè çàåêúò è íåçàâèñèìî êàêâè òî÷êè
äîêëàäâà ïðîñëåäÿâàùîòî óñòðîéñòâî, äà èçáåðå ñâîèòå õîäîâå òàêà, ÷å äà å ñèãóðåí, ÷å ñëåä
109 ðóíäà ðàçñòîÿíèåòî ìåæäó íåãî è çàåêà å íàé-ìíîãî 100?
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Задача 4. Нека R и S са различни точки от окръжността Ω, като RS не е диаметър. Правата
` се допира до Ω в точка R. Точка T е такава, че S е средата на отсечката RT . Точка J е
избрана върху малката дъга RS на Ω така, че описаната около триъгълник JST окръжност
Γ пресича ` в две различни точки. Нека A е пресечната точка на Γ и `, която е по-близка до
R. Правата AJ пресича Ω за втори път в точка K. Да се докаже, че правата KT се допира до
окръжността Γ.

Задача 5. Дадено е естествено число N > 2. Група от N(N+1) футболни играчи, никои двама
от които не са еднакво високи, е подредена в редица. Сър Алекс иска да извади от редицата
N(N − 1) играчи така, че за оставащата редица от 2N играчи да са изпълнени следните N
условия:

(1) няма играч между двамата най-високи,

(2) няма играч между третия и четвъртия по височина,

...

(N) няма играч между двамата най-ниски.

Да се докаже, че това винаги е възможно.

Задача 6. Наредената двойка (x, y) от цели числа е примитивна, ако най-големият общ
делител на x и y е равен на 1. Дадено е крайно множество S от примитивни двойки. Да се
докаже, че съществуват естествено число n и цели числа a0, a1, . . . , an, такива, че за всяка
двойка (x, y) от S е изпълнено равенството

a0x
n + a1x

n−1y + a2x
n−2y2 + · · · + an−1xy

n−1 + any
n = 1.
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