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Zadanie 1. Dany jest trojkat BC'F, w ktorym kat przy wierzchotku B jest prosty. Punkt A lezy
na prostej C'F, przy czym F'A = F' B oraz punkt F' lezy pomiedzy punktami A i C. Punkt D obrano
tak, ze DA = DC oraz AC jest dwusieczng kata Z/DAB. Punkt E obrano tak, ze FA = ED oraz
AD jest dwusieczng kata ZEAC. Punkt M jest §rodkiem odcinka C'F', za§ X jest takim punktem,
ze czworokat AM X E jest rownoleglobokiem (gdzie AM || EX oraz AE || M X). Wykazaé, ze proste
BD, FX oraz M FE przecinajg sie w jednym punkcie.

Zadanie 2. Wyznaczy¢ wszystkie dodatnie liczby catkowite n, dla ktorych w kazde pole tablicy o
wymiarach n X n mozna wpisac jedna z liter I, M oraz O w taki sposéb, by oba nastepujace warunki
byty spetnione.

e W kazdym wierszu i w kazdej kolumnie jedna trzecia pol zawiera litere I, jedna trzecia pol
zawiera litere M, oraz jedna trzecia pol zawiera litere O.

e Dla kazdej linii diagonalnej, jedli liczba pol na tej linii jest podzielna przez 3, to jedna trzecia
pol na tej linii zawiera litere I, jedna trzecia zawiera litere M, oraz jedna trzecia zawiera litere O.

Uwaga: Wiersze i kolumny tablicy n X n sa ponumerowane kolejno liczbami catkowitymi od 1 do n.
W ten sposob, kazde pole odpowiada parze dodatnich liczb catkowitych (i, ), gdzie 1 < 7,5 < n.
Dla n > 1, tablica ma 4n — 2 linii diagonalnych dwoch typow. Kazda linia diagonalna pierwszego
typu sklada si¢ ze wszystkich pol (i, j), dla ktorych i + j jest rowne pewnej statej wartosci. Kazda
linia diagonalna drugiego typu sktada sie ze wszystkich pol (i, 7), dla ktorych i — j jest rowne pewnej
statej wartosci.

Zadanie 3. Na ptaszczyznie dany jest wielokat wypukly P = A As ... Ax. Wiadomo, ze wierzchotki
Ay, Ao, ..., Ak maja wspolrzedne catkowite oraz leza na jednym okregu. Niech S bedzie polem
wielokata P. Przypu$émy, ze n jest taka nieparzysta liczbg catkowita dodatnia, ze kwadraty dtugosci
bokéw wielokata P sg liczbami catkowitymi podzielnymi przez n. Udowodnié, ze 25 jest liczbg
catkowita podzielng przez n.
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Zadanie 4. 7biér dodatnich liczb calkowitych nazwiemy aromatycznym, jesli zawiera on co naj-
mniej dwa elementy oraz kazdy jego element ma wspoélny dzielnik pierwszy z co najmniej jednym
sposrod pozostatych elementéw tego zbioru. Niech P(n) = n? + n + 1. Wyznaczy¢ najmniejsza
dodatnia liczbe catkowita b, dla ktorej istnieje taka nieujemna liczba catkowita a, ze zbior

{Pla+1),P(a+2),...,Pla+b)}

jest aromatyczny.

Zadanie 5. Na tablicy napisano réwnanie
(=1 (x—2)...(x —2016) = (z — 1)(z — 2) ... (x — 2016),

gdzie kazda ze stron zawiera 2016 czynnikéw liniowych. Wyznaczyé najmniejsza liczbe k, dla ktorej
z tablicy mozna zetrze¢ doktadnie k sposrod wszystkich 4032 czynnikéw liniowych tak, aby po kazdej
ze stron pozostal co najmniej jeden czynnik oraz uzyskane réwnanie nie miato rozwigzan w liczbach
rzeczywistych.

Zadanie 6. Na plaszczyznie narysowano n > 2 odcinkéw w taki sposéb, ze kazde dwa z nich
przecinaja sie w doktadnie jednym punkcie niebedacym koncem zadnego z nich, oraz zadne trzy z
nich nie przechodza przez ten sam punkt. Fredek wybiera jeden z koricow kazdego odcinka i ustawia
na nim zabe, skierowang przodem w strone drugiego konca tego odcinka. Nastepnie klaszcze n — 1
razy. Przy kazdym klasnieciu kazda zaba natychmiast skacze do nastepnego punktu przeciecia na jej
odcinku, przy czym zaby nigdy nie zmieniaja kierunku poruszania si¢. Fredek chciatby tak ustawié
poczatkowo zaby, by nigdy nie wystapila sytuacja, w ktorej dwie zaby znalaztyby sie jednocze$nie
na tym samym punkcie przeciecia.

(a) Udowodni¢, ze jesli n jest nieparzyste, to Fredek zawsze moze osiagna¢ swoj cel.

(b) Udowodnié¢, ze jesli n jest parzyste, to Fredkowi nigdy nie uda sie osiagnac¢ swojego celu.
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