Language: Slovak

Day: 1

Piatok, 10. jiil 2015

Uloha 1. Koneénti mnozinu S pozostavajicu z bodov roviny nazjvame vyvdzend, ak pre Iubovolné
dva rézne body A, B z mnoziny S existuje v S taky bod C, ze |AC| = |BC|. Mnozinu S nazyvame
bezstredovd, ak pre ziadne tri rozne body A, B, C' z mnoziny S neexistuje v S taky bod P, Ze
|PA| = |PB| = |PC]|.

a) Dokéazte, ze pre kazdé prirodzené ¢islo n 2 3 existuje vyvazena mnozina obsahujica prave n bo-
dov.

b) Uréte vSetky prirodzené ¢isla n = 3, pre ktoré existuje vyvéazena bezstredovd mnoZina obsahu-
jaca prave n bodov.

Uloha 2. Uréte vietky trojice (a, b, c) kladnych celych é&isel, pre ktoré je kazdé z isel
ab—c, bc—a, ca—b

mocninou d¢isla 2.

(Mocnina ¢isla 2 je celé ¢islo tvaru 27, pricom n je nezdporné celé ¢islo.)

Uloha 3. Dany je ostrouhly trojuholnik ABC, pricom |AB| > |AC|. Oznaéme T' jeho opisant
kruznicu, H priesecnik vySok a F' pétu vysky z vrcholu A. Stred strany BC' ozna¢me M. Nech Q) je
taky bod kruznice T, ze | HQA| = 90°. Dalej nech K je taky bod kruznice I, ze | HKQ| = 90°.
Predpokladajme, ze body A, B, C, K a @ su vSetky rozne a lezia na kruznici I' v tomto poradi.
Dokazte, ze kruznice opisané trojuholnikom KQH a FK M sa navzajom dotykaju.
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Uloha 4. Trojuholnik ABC maé opisant kruznicu ©, ktorej stred ozna¢me O. Nech kruznica I'
so stredom A pretina tsecku BC v bodoch D a FE, pricom body B, D, E, C su vsetky rdzne
a lezia na priamke BC' v tomto poradi. Kruznice I' a €} sa pretinaju v bodoch F' a G, pricom
body A, F', B, C, G lezia na kruznici 2 v tomto poradi. Ozna¢me K dalsi priese¢nik kruznice
opisanej trojuholniku BDF s tseckou AB. Podobne ozna¢me L dalsi priese¢nik kruznice opisanej
trojuholniku CGE s tseckou C'A. Predpokladajme, ze priamky FK a GL st rozne a pretinaja sa
v bode X. Dokazte, ze X lezi na priamke AO.

Uloha 5. Ozna¢me R mnozinu vSetkych realnych ¢isel. Uréte vSetky funkcie f: R — R také, Ze
rovnost

fla+ fle+y) + flay) = o+ flz+y) +yf(x)

plati pre vSetky redlne cisla x, y.

Uloha 6. Postupnost ay, as, ... celych &sel splia nasledujtice podmienky:
i) 1 = a; <2015 pre vSetky j = 1;
ii) k4 ar #1+ a; pre vSetky 1 £ k <.

Dokéazte, ze existuju kladné celé ¢isla b a N také, Ze nerovnost

n

> (a;—b)

Jj=m+1

< 10072

plati pre vietky celé &sla m, n spliiajice n > m = N.
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