Language: Polish

Day: 1

Pigtek, 10. lipca 2015

Zadanie 1. Skonczony zbior S sktadajacy sie z punktéw na plaszezyznie nazwiemy zbalansowanym,
jesli dla kazdej pary roznych punktéow A i B nalezacych do S istnieje punkt C nalezacy do S taki,
ze AC' = BC'. Powiemy, ze S jest bezsrodkowy, jesli nie istnieje trojka parami roznych punktow A,
B i C nalezacych do S, dla ktorej istnialby punkt P nalezacy do S spelniajacy PA = PB = PC.

(a) Udowodni¢, ze dla kazdej liczby catkowitej n > 3 istnieje zbalansowany zbior skladajacy sie z
n punktow.

(b) Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite n > 3, dla ktérych istnieje zbalansowany bezsrodkowy
zbior sktadajacy sie z n punktow.

Zadanie 2. Wyznaczy¢ wszystkie trojki (a, b, ¢) dodatnich liczb catkowitych, dla ktorych kazda z
liczb
ab—c, bc—a, ca—>b

jest potega dwdojki.

(Potegq dwdjki nazywamy liczbe catkowitq postaci 2", gdzie n jest nieujemnq liczbg catkowitq.)
Zadanie 3. Dany jest trojkat ostrokatny ABC' w ktorym AB > AC. Niech I' bedzie okregiem
opisanym na tym trojkacie, H bedzie jego ortocentrum, zas F' bedzie spodkiem wysokosci opuszczonej
z wierzchotka A. Punkt M jest srodkiem boku BC. Niech () bedzie punktem na okregu I" dla ktorego

ZHQA =90°, za§ K bedzie punktem na okregu I' dla ktorego ZH K Q) = 90°. Przypusémy, ze punkty
A, B, C, K i (@ sa parami rozne i leza w tej wlasnie kolejnosci na okregu I.

Wykazaé, ze okregi opisane na trojkatach KQH oraz FFK M sa do siebie styczne.
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Sobota, 11. lipca 2015

Zadanie 4. Okrag ) o srodku w punkcie O jest opisany na trojkacie ABC. Okrag I' o srodku w
punkcie A przecina odcinek BC' w punktach D i E, przy czym punkty B, D, E oraz C sa parami
rozne i leza w tej wtasnie kolejnosci na prostej BC'. Punkty F' i G sg punktami przeciecia okregow I'
i Q, przy czym punkty A, F', B, C oraz G leza w tej wlasnie kolejnosci na okregu ). Niech K bedzie
drugim punktem przeciecia okregu opisanego na trojkacie BDF' z odcinkiem AB. Niech L bedzie
drugim punktem przeciecia okregu opisanego na trojkacie CGFE z odcinkiem C'A.

Przypusémy, ze proste F'K i GL sa rozne i przecinaja sie w punkcie X. Udowodnié¢, ze punkt X lezy
na prostej AO.

Zadanie 5. Niech R oznacza zbiér wszystkich liczb rzeczywistych. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje
f: R — R speliajace réwnanie

fla+ fla+y) + flay) = o+ flz+y) +yf(2)

dla wszystkich liczb rzeczywistych z i y.

Zadanie 6. Dany jest ciag aj,as, ... liczb catkowitych spelniajacy nastepujace warunki:
(i) 1 < a; <2015 dla wszystkich j > 1;
(ii) k+ ax # 4+ a, dla wszystkich 1 < k < £.

Wykazaé, ze istnieja dodatnie liczby catkowite b oraz N takie, ze

n

Z (a; —b)

j=m+1

< 10072

dla wszystkich liczb catkowitych m i n speliajacych n > m > N.
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