Language: Czech

Day: 1

Patek, 10. cervence, 2015

Uloha 1. Konefnou mnozinu S bodit v roving nazveme vyvdZenou, jestlize pro libovolné dva rtizné
body A a B z S existuje v S takovy bod C, ze |AC| = |BC|. Mnozinu S nazveme streduprostou,
jestlize pro zadné tfi rizné body A, B a C' z S neexistuje v S bod P takovy, ze |PA| = |PB| = |PC!.
(a) Dokazte, ze pro kazdé ptirozené ¢islo n = 3 existuje vyvazend mnozina obsahujici pravé n bodi.
(b) Urcete vSechna pfirozena ¢islan = 3, pro néz existuje vyvazend stieduprosta mnozina obsahujici

pravé n bodi.

Uloha 2. Urcete viechny trojice (a, b, ¢) kladnych celjch &sel, pro néz kazdé z &isel
ab—c, bc—a, ca—>b

je mocninou 2.

(Mocnina 2 je celé ¢islo tvaru 2", kde n je nezaporné celé ¢islo.)

Uloha 3. Necht ABC je ostrouhly trojuhelnik splijici |[AB| > |AC|. Ozna¢me T' kruznici mu
opsanou, H jeho prisecik vysek a F' patu vysky z vrcholu A. Stied strany BC' ozna¢me M. Necht

@ je bod kruznice I' takovy, Ze |<HQA| = 90°, a K bod kruznice I' takovy, ze |<xHKQ| = 90°.
Predpokladejme, ze body A, B, C, K a () jsou navzajem rizné a lezi na kruznici I' v tomto poradi.

Dokazte, ze kruznice opsané trojuhelnikim KQH a FFKM se vzajemné dotykaji.
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Sobota, 11. cervence, 2015

Uloha 4. Trojthelniku ABC je opséna kruznice Q o stfedu O. Pfitom kruznice T se stfedem A
protne tisecku BC' v bodech D a E takovych, ze body B, D, E a C' jsou rtizné a lezi na primce BC
v tomto poradi. Kruznice I' a ) se protinaji v bodech F' a G, pricemz body A, F, B, C' a G
lezi na kruznici Q2 v tomto pofadi. Ozna¢me K dalsi priisecik kruznice opsané trojuhelniku BDF
s useckou AB a L dalsi prisecik kruznice opsané trojuhelniku CGE s tseckou C A.

Predpokladejme dale, ze pfimky F'K a GL jsou ruzné a protinaji se v bodé X. Dokazte, ze bod X

lezi na pifimce AO.

Uloha 5. Nechf R oznac¢uje mnozinu viech redlngch &sel. Uréete viechny funkce f: R — R, jez
spliiuji rovnici
flz+fl@+y) + flay) =2+ fz +y) +yf(2)

pro vSechna realné ¢isla x a y.

Uloha 6. Posloupnost aq, as, . .. celych &sel vyhovuje nasledujicim podmink4m:

(i) 1 = a; £2015 pro kazdé j = 1;
(ii) k4 ar # 1+ a; pro vSechna k a [ takovd, ze 1 S k < [.

Dokazte, ze existuji dvé kladné celé ¢isla b a N takova, ze

n

> (aj—b)‘§10072

j=m+1

pro vSechna cela ¢isla m a n splitujici n > m = N.

Language: Czech Cas: 4 hodiny a 30 minut
Za kaZdou ulohu lze ziskat 7 bodi



