
Language: Bulgarian

Day: 1

Ïåòúê, 10 þëè, 2015

Çàäà÷à 1. Ùå êàçâàìå, ÷å åäíî êðàéíî ìíîæåñòâî S îò òî÷êè â ðàâíèíàòà å áà-

ëàíñèðàíî, àêî çà âñåêè äâå ðàçëè÷íè òî÷êè A è B îò S ñúùåñòâóâà òî÷êà C îò
S, çà êîÿòî AC = BC. Ùå êàçâàìå, ÷å S å ñâîáîäíî îò öåíòðîâå, àêî çà íèêîè òðè
ðàçëè÷íè òî÷êè A, B è C îò S íå ñúùåñòâóâà òî÷êà P îò S, çà êîÿòî PA = PB = PC.

(a) Äà ñå äîêàæå, ÷å çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî n ≥ 3 ñúùåñòâóâà áàëàíñèðàíî
ìíîæåñòâî îò n òî÷êè.

(b) Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè åñòåñòâåíè ÷èñëà n ≥ 3, çà êîèòî ñúùåñòâóâà áàëàíñèðàíî
ñâîáîäíî îò öåíòðîâå ìíîæåñòâî îò n òî÷êè.

Çàäà÷à 2. Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè òðîéêè (a, b, c) îò åñòåñòâåíè ÷èñëà, òàêèâà, ÷å
âñÿêî îò ÷èñëàòà

ab− c, bc− a, ca− b

å ñòåïåí íà 2.

(Ñòåïåí íà 2 å öÿëî ÷èñëî îò âèäà 2n, êúäåòî n å öÿëî íåîòðèöàòåëíî ÷èñëî.)

Çàäà÷à 3. Íåêà ABC å îñòðîúãúëåí òðèúãúëíèê ñ AB > AC. Íåêà Γ å îïèñàíàòà
îêîëî △ABC îêðúæíîñò, H å îðòîöåíòúðúò ìó, à F å ïåòàòà íà âèñî÷èíàòà îò A.
Íåêà M å ñðåäàòà íà BC. Íåêà Q å òî÷êàòà âúðõó Γ, çà êîÿòî <) HQA = 90◦, è íåêà
K å òî÷êàòà âúðõó Γ, çà êîÿòî <) HKQ = 90◦. Òî÷êèòå A, B, C, K è Q ñà äâå ïî äâå
ðàçëè÷íè è ëåæàò âúðõó Γ â òîçè ðåä.

Äà ñå äîêàæå, ÷å îêðúæíîñòèòå, îïèñàíè îêîëî òðèúãúëíèöèòå KQH è FKM , ñå
äîïèðàò.

Language: Bulgarian Âðåìå çà ðàáîòà: 4 ÷àñà è 30 ìèíóòè

Âñÿêà çàäà÷à ñå îöåíÿâà ñúñ 7 òî÷êè



Language: Bulgarian

Day: 2

Ñúáîòà, 11 þëè, 2015

Çàäà÷à 4. Òðèúãúëíèê ABC å âïèñàí â îêðúæíîñò Ω ñ öåíòúð O. Îêðúæíîñò Γ
ñ öåíòúð A ïðåñè÷à îòñå÷êàòà BC â òî÷êè D è E, òàêèâà, ÷å B, D, E è C ñà äâå ïî
äâå ðàçëè÷íè è ëåæàò íà ïðàâàòà BC â òîçè ðåä. Íåêà F è G ñà ïðåñå÷íèòå òî÷êè
íà Γ è Ω è ñà òàêèâà, ÷å A, F , B, C è G ëåæàò âúðõó Ω â òîçè ðåä. Íåêà K å âòîðàòà
ïðåñå÷íà òî÷êà íà îïèñàíàòà îêîëî òðèúãúëíèê BDF îêðúæíîñò è îòñå÷êàòà AB.
Íåêà L å âòîðàòà ïðåñå÷íà òî÷êà íà îïèñàíàòà îêîëî òðèúãúëíèê CGE îêðúæíîñò
è îòñå÷êàòà CA.

Íåêà ïðàâèòå FK è GL ñà ðàçëè÷íè è ñå ïðåñè÷àò â òî÷êà X. Äà ñå äîêàæå, ÷å X

ëåæè íà ïðàâàòà AO.

Çàäà÷à 5. Íåêà R å ìíîæåñòâîòî îò ðåàëíèòå ÷èñëà. Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè ôóíê-
öèè f : R → R, óäîâëåòâîðÿâàùè

f
(

x+ f(x+ y)
)

+ f(xy) = x+ f(x+ y) + yf(x)

çà âñè÷êè ðåàëíè ÷èñëà x è y.

Çàäà÷à 6. Ðåäèöàòà îò öåëè ÷èñëà a1, a2, . . . óäîâëåòâîðÿâà ñëåäíèòå óñëîâèÿ:

(i) 1 6 aj 6 2015 çà âñè÷êè j > 1;

(ii) k + ak ̸= ℓ+ aℓ çà âñè÷êè 1 6 k < ℓ.

Äà ñå äîêàæå, ÷å ñúùåñòâóâàò åñòåñòâåíè ÷èñëà b è N , òàêèâà, ÷å
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çà âñè÷êè öåëè ÷èñëà m è n, óäîâëåòâîðÿâàùè n > m > N .

Language: Bulgarian Âðåìå çà ðàáîòà: 4 ÷àñà 30 ìèíóòè

Âñÿêà çàäà÷à ñå îöåíÿâà ñúñ 7 òî÷êè


