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Day: 1

Âòîðíèê, 8 èþëÿ 2014 ã.

Çàäà÷à 1. Ïóñòü a0 < a1 < a2 < . . . � áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ

÷èñåë. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå öåëîå ÷èñëî n > 1 òàêîå, ÷òî

an <
a0 + a1 + . . .+ an

n
6 an+1.

Çàäà÷à 2. Ïóñòü n > 2 � öåëîå ÷èñëî. Äàíà øàõìàòíàÿ äîñêà n × n, ñîñòîÿùàÿ èç n2 åäè-

íè÷íûõ êëåòîê. Ðàññòàíîâêà n ëàäåé â êëåòêàõ ýòîé äîñêè íàçûâàåòñÿ ìèðíîé, åñëè â êàæäîì

ãîðèçîíòàëüíîì è â êàæäîì âåðòèêàëüíîì ðÿäó íàõîäèòñÿ ðîâíî ïî îäíîé ëàäüå. Íàéäèòå íàè-

áîëüøåå öåëîå ïîëîæèòåëüíîå k òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîé ìèðíîé ðàññòàíîâêè n ëàäåé íàéäåòñÿ

êëåò÷àòûé êâàäðàò k × k, íè â îäíîé èç k2 êëåòîê êîòîðîãî íåò ëàäüè.

Çàäà÷à 3. Äàí âûïóêëûé ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD, â êîòîðîì ∠ABC = ∠CDA = 90◦. Òî÷-
êà H � îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç òî÷êè A íà ïðÿìóþ BD. Òî÷êè S è T âûáðà-

íû íà îòðåçêàõ AB è AD ñîîòâåòñòâåííî òàê, ÷òî òî÷êàH íàõîäèòñÿ âíóòðè òðåóãîëüíèêà SCT ,
è âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

∠CHS − ∠CSB = 90◦, ∠THC − ∠DTC = 90◦ .

Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ BD êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà TSH.
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Ñðåäà, 9 èþëÿ 2014 ã.

Çàäà÷à 4. Òî÷êè P è Q âûáðàíû íà ñòîðîíå BC îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC òàê, ÷òî
∠PAB = ∠BCA è ∠CAQ = ∠ABC. Òî÷êèM è N âûáðàíû íà ïðÿìûõ AP è AQ ñîîòâåòñòâåííî
òàê, ÷òî P � ñåðåäèíà îòðåçêà AM , à Q � ñåðåäèíà îòðåçêà AN . Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå BM
è CN ïåðåñåêàþòñÿ íà îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà ABC.

Çàäà÷à 5. Áàíê Êåéïòàóíà âûïóñêàåò ìîíåòû íîìèíàëîì 1
n
äëÿ êàæäîãî öåëîãî ïîëîæèòåëü-

íîãî ÷èñëà n. Äàí êîíå÷íûé íàáîð òàêèõ ìîíåò, ñóììà íîìèíàëîâ êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò 99+ 1
2

(íîìèíàëû ìîíåò íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íû). Äîêàæèòå, ÷òî âñå ìîíåòû ýòîãî íàáîðà ìîæíî
ðàçáèòü íà 100 èëè ìåíüøåå ÷èñëî ãðóïï òàê, ÷òîáû ñóììà íîìèíàëîâ ìîíåò â êàæäîé ãðóïïå
íå ïðåâûøàëà 1.

Çàäà÷à 6. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðÿìûå íà ïëîñêîñòè ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûìè îáùåãî ïîëîæåíèÿ,
åñëè íèêàêèå äâå èç íèõ íå ïàðàëëåëüíû è íèêàêèå òðè èç íèõ íå ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó òî÷êó.
Ëþáûå íåñêîëüêî ïðÿìûõ îáùåãî ïîëîæåíèÿ ðàçáèâàþò ïëîñêîñòü íà ÷àñòè; îãðàíè÷åííûìè
÷àñòÿìè ðàçáèåíèÿ áóäåì íàçûâàòü òå èç ÷àñòåé, êîòîðûå èìåþò êîíå÷íóþ ïëîùàäü. Äîêàæèòå,
÷òî äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n âåðíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: â êàæäîì ìíîæåñòâå èç
n ïðÿìûõ îáùåãî ïîëîæåíèÿ ìîæíî ïîêðàñèòü íå ìåíåå

√
n ïðÿìûõ â ñèíèé öâåò òàê, ÷òîáû

ãðàíèöà ëþáîé èç îãðàíè÷åííûõ ÷àñòåé ðàçáèåíèÿ íå îêàçàëàñü ïîëíîñòüþ ñèíåé.

Çàìå÷àíèå: çà äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ çàäà÷è, â êîòîðîì
√
n çàìåíåíî íà c

√
n, áóäóò íà-

÷èñëÿòüñÿ áàëëû, â çàâèñèìîñòè îò êîíñòàíòû c.
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