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Torek, 23. juliyy 2013

Naloga 1. Dokazi, da za vsak par naravnih Stevil £ in n obstaja k naravnih Stevil mq, mo, ..., myg
(ne nujno razli¢nih), tako da velja

k _
142 1:(1+L)(1+i)...(1+i).
n mq meo my

Naloga 2. Postavitev 4027 tock v ravnini je kolumbijska, ce je 2013 tock postavitve rdecih in 2014
tock postavitve modrih in ¢e nobene tri tocke postavitve niso kolinearne. Ce narisemo nekaj premic v
ravnini, razdelimo ravnino na ve¢ obmocij. Razporeditev narisanih premic za kolumbijsko postavitev
tock je dobra, Ce sta izpolnjena naslednja dva pogoja:

e na nobeni premici ni nobene izmed tock postavitve;
e v nobenem obmocju niso tocke obeh barv.

Poisci najmanjse stevilo k, tako da za vsako kolumbijsko postavitev 4027 tock obstaja dobra razporeditev
k premic.

Naloga 3. Pricrtana kroznica trikotnika ABC nasproti oglisca A se dotika stranice BC' v tocki A;.
Na enak nacin definiramo tocko B; na stranici C'A s pomocjo pricrtane kroznice nasproti oglisca B
in tocko C] na stranici AB s pomocjo pricrtane kroznice nasproti oglis¢a C. Denimo, da sredisce
trikotniku A; B;C ocrtane kroznice lezi na oc¢rtani kroznici trikotnika ABC. Dokazi, da je trikotnik
ABC pravokoten.

Pri¢rtana kroznica trikotnika ABC' nasproti oglis¢a A je krozZnica, ki se dotika daljice BC', poltraka
AB izven daljice AB in poltraka AC' izven daljice AC. Podobno definiramo pricrtani kroznici trikotnika
ABC' nasproti oglis¢ B in C.
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Naloga 4. Naj bo H visinska tocka ostrokotnega trikotnika ABC' in naj bo W tocka na stranici BC,
razlicna od tock B in C'. Naj bo M nozisce visine iz oglis¢a B in naj bo N nozisce visine iz ogliséa C'.
Oznacimo z w, trikotniku BW N oc¢rtano kroznico in naj bo X taka tocka na kroznici wy, da je WX
premer kroznice w;. Podobno ozna¢imo z wy trikotniku CW M oc¢rtano kroznico in naj bo Y taka tocka
na kroznici we, da je WY premer kroznice wo. Dokazi, da so tocke X, Y in H kolinearne.

Naloga 5. Naj bo Q- mnozica pozitivnih racionalnih stevil. Naj bo f: Q-¢ — R funkcija, ki zadosca
naslednjim trem pogojem:

(i) za vse z,y € Qs velja f(x)f(y) > f(zy);
(ii) za vse z,y € Qso velja f(z +y) > f(z) + f(y);
(iii) obstaja tako racionalno stevilo a > 1, da je f(a) = a.

Dokazi, da je f(z) = x za vsak x € Q<.

Naloga 6. Naj bo n > 3 naravno stevilo. Na kroznici je danih n 4 1 tock, ki razdelijo kroznico na
loke enakih dolzin. Obravnavamo vsa mozna oStevilcéenja teh tock s stevili 0,1,...,n, tako da je vsako
Stevilo uporabljeno natanko enkrat; dve osteviléenji sta enaki, ¢e lahko dobimo eno iz drugega z rotacijo
kroznice. Ostevilcenje tock je lepo, ¢e za vsaka Stiri Stevila tega osteviléenja a < b < ¢ < d, za katera je
a+ d = b+ c, tetiva med tockama, ostevilcenima z a in d, ne seka tetive med tockama, ostevilcenima z
b in c.

Naj bo M stevilo lepih osteviléenj in naj bo N stevilo urejenih parov (x,y) naravnih stevil, tako da
velja  + y < n in najvecji skupni delitelj z in y je 1. Dokazi, da je

M=N+1.
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