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Uloha 1. Dokéite, ze ku kazdej dvojici kladnych celjch ¢sel k a n existuje k kladnych celjch ¢isel
myi, Ma, ..., my (nie nutne réznych) takych, ze

2k — 1 1 1 1
1+ :(H)(H)...(H).
n my mo myg

Uloha 2. Konfiguracia 4027 bodov v rovine sa nazyva kolumbijskd, ak pozostéva z 2013 Gervenych
a 2014 modrych bodov a ziadne tri body tejto konfiguréacie nelezia na jednej priamke. Ak nakreslime
niekolko priamok, rovina sa rozdeli na niekolko oblasti. RozloZenie priamok je dobré pre kolumbijski
konfiguraciu, ak st splnené dve nasledovné podmienky:

e Ziadna priamka neprechadza ziadnym bodom konfiguracie;
e ziadna oblast neobsahuje body oboch farieb.

Najdite najmensiu hodnotu k taku, ze pre kazdu kolumbijskd konfiguraciu 4027 bodov existuje dobré
rozloZenie k priamok.

Uloha 3. Nech kruznica pripisana trojuholniku ABC oproti vrcholu A sa dotyka strany BC
v bode A;. Definujme body B; na CA a C} na AB analogicky, pouzijic pripisané kruZnice oproti
vrcholom B a C. Predpokladajme, Ze stred kruZnice opisanej trojuholniku A; B;C] lezi na kruznici
opisanej trojuholniku ABC'. Dokéazte, ze trojuholnik ABC' je pravouhly.

Kruznica pripisand trojuholniku ABC' oproti vrcholu A je kruznica, ktord sa dotyka usecky BC),
polpriamky AB za bodom B a polpriamky AC za bodom C'. KruzZnice pripisané oproti vrcholom B
a C st definované analogicky.
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Uloha 4. Nech ABC je ostrouhly trojuholnik s ortocentrom H anech W je vniitorny bod strany BC.

Body M a N st postupne péty vysok z bodov B a C. Ozna¢me w; kruznicu opisanii trojuhol-
niku BWN a nech X je taky bod na wy, ze WX je priemer w;. Analogicky ozna¢me ws kruznicu
opisantd trojuholniku CW M a nech Y je taky bod na ws, ze WY je priemer ws. Dokazte, ze X, Y
a H st kolinearne.

Uloha 5. Nech Q- je mnoZina kladnych racionalnych ¢isel. Nech f: Qs¢ — R je funkcia splitujtca
nasledovné tri podmienky:

(i) pre vSetky =,y € Qs plati f(z)f(y) > f(zy);
(ii) pre v8etky =,y € Qs plati f(x +y) > f(x) + f(y);
(ili) existuje racionalne ¢islo a > 1 také, ze f(a) = a.

Dokéazte, ze f(x) = x pre vetky = € Q.

Uloha 6. Nech n > 3 je celé ¢&slo. Uvazujme kruznicu a na nej n + 1 rovhomerne rozloZenych
bodov. Uvazujme vSetky také oznacenia tychto bodov znakmi 0,1,...,n, Ze kazdy znak je pouzity
prave raz. Dve takéto oznacCenia sa povazuju za zhodné, ak jedno z nich je mozné dostat z druhého
rotaciou kruznice. Oznacenie sa nazyva krasne, ak pre Tubovolné Styri znaky a < b < ¢ < d také, ze
a+d = b+c, tetiva spajajica body oznacené znakmi a a d nepretina tetivu spajajicu body oznacené
znakmi b a c.

Nech M je pocet krdsnych oznaceni a nech N je pocet usporiadanych dvojic (x,y) nesiudelitelnych
kladnych celych cisel takych, ze x + y < n. Dokazte, ze

M=N+1.
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