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Zadanie 1. Wykazaé, ze dla kazdej pary dodatnich liczb catkowitych k oraz n istnieje k (niekoniecznie
roznych) dodatnich liczb catkowitych mq, ma, ..., my spelniajacych rownosé

2k 1 1 1 1
1+ = (1+— ) (14+— ) - (14+—].
n mq meo my

Zadanie 2. Konfiguracje 4027 punktow na plaszczyznie nazwiemy kolumbijskq, jesli sktada sie ona z
2013 czerwonych punktow i 2014 niebieskich punktéw, oraz zadne trzy punkty nalezace do konfiguracji
nie leza na jednej prostej. Zbior prostych na plaszczyznie dzieli plaszczyzne na pewna liczbe obsza-
row. Powiemy, ze zbior prostych jest dobry dla pewnej kolumbijskiej konfiguracji, jesli nastepujace dwa
warunki sa spelnione:

e zadna prosta nie przechodzi przez zaden punkt nalezacy do konfiguracji;
e zaden obszar nie zawiera punktoéw obu kolorow.

Wyznaczy¢ najmniejszg liczbe catkowita k taka, ze dla kazdej kolumbijskiej konfiguracji 4027 punktow
istnieje dobry zbioér k prostych.

Zadanie 3. Okrag dopisany do trojkata ABC naprzeciwko wierzchotka A jest styczny do boku BC
w punkcie A;. Punkt Bj, lezacy na boku CA, oraz punkt Cp, lezacy na boku AB, s zdefiniowane
analogicznie przy uzyciu okregéw dopisanych naprzeciwko wierzchotkow B oraz C, odpowiednio. Przy-
pusémy, ze $rodek okregu opisanego na trojkacie A;B;Cy lezy na okregu opisanym na tréjkacie ABC.
Wykazaé, ze wowcezas trojkat ABC jest prostokatny.

Okregiem dopisanym do tréjkgta ABC naprzeciwko wierzchotka A nazywamy okrgg styczny do od-
cinka BC oraz do przedtuzen bokow AB i AC ze strony B 1 C, odpowiednio. Okregi dopisane naprzeciwko
wierzchotkow B 1 C' sq zdefiniowane analogicznie.
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Zadanie 4. Wysokosci trojkata ostrokatnego ABC' przecinaja sie¢ w punkcie H. Punkt W lezy na
boku BC oraz jest rézny od punktéw B i C. Niech M oraz N beda spodkami wysokosci trojkata ABC
opuszczonych odpowiednio z B oraz z C. Niech w; bedzie okregiem opisanym na trojkacie BW N, za§ X
takim punktem na w, ze odcinek WX jest érednica okregu w;. Analogicznie, niech ws bedzie okregiem
opisanym na trojkacie CW M, zas Y takim punktem na wo, ze odcinek WY jest Srednica okregu ws.
Udowodni¢, ze punkty X, Y oraz H leza na jednej prostej.

Zadanie 5. Niech Q- oznacza zbiér dodatnich liczb wymiernych. Niech f: Q.o — R bedzie funkcja
spelniajaca nastepujace trzy warunki:

(i) f(x)f(y) > f(zy) dla wszystkich x,y € Qxo;
(i) flx+y) > f(z)+ f(y) dla wszystkich z,y € Qso;
(ili) istnieje liczba wymierna a > 1 dla ktorej f(a) = a.

Wykazaé, ze f(x) =z dla wszystkich z € Q.

Zadanie 6. Niech n > 3 bedzie liczba catkowita. Na okregu zaznaczono n+1 punktéw dzielacych okrag
na huki rownej dhugosci. Rozwazmy wszystkie mozliwe etykietowania tych punktow liczbami 0,1,2,...,n
takie, ze kazda z tych liczb jest uzyta doktadnie raz. Dwa etykietowania uznajemy za jednakowe, jesli
jedno z nich mozna otrzymac z drugiego poprzez obrot okregu. Etykietowanie nazwiemy pieknym, jesl
dla kazdej czworki etykiet a < b < ¢ < d spetniajacych a+d = b+ c, cieciwa taczaca punkty o etykietach
a oraz d nie przecina cieciwy laczacej punkty o etykietach b oraz c.

Niech M bedzie liczba pieknych etykietowari. Niech N bedzie liczbg uporzadkowanych par (z,y)
dodatnich liczb catkowitych spetniajacych = + y < n oraz NWD(z,y) = 1. Udowodni¢, ze

M=N+1.

Language: Polish Czas trwania zawodow: 4 godziny t© 30 minut
Za kazde zadanie mozna otrzymaé 7 punktow



