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Utorak, 23. srpnja, 2013.

Zadatak 1. Dokazi da za svaka dva prirodna broja k i n postoji k prirodnih brojeva mi, ma, ..., my
(ne nuzno razlicitih) takvih da je

k _
142 1:(1+L)(1+i)...(1+i).
n mq meo my

Zadatak 2. Konfiguraciju od 4027 tocaka u ravnini zovemo kolumbijskom ako se sastoji od 2013
crvenih i 2014 plavih toc¢aka, pri ¢emu nikoje tri tocke iz konfiguracije nisu kolinearne. Povlac¢enjem
pravaca ravnina se dijeli na nekoliko dijelova. Kazemo da je raspored pravaca dobar za kolumbijsku
konfiguraciju ako su zadovoljena sljede¢a dva uvjeta:

e nijedan od pravaca ne prolazi nijednom tockom konfiguracije;
e nijedan od dijelova ne sadrzi tocke obiju boja.

Nadi najmanji broj k takav da za svaku kolumbijsku konfiguraciju od 4027 toc¢aka postoji dobar raspored
k pravaca.

Zadatak 3. Pripisana kruznica trokuta ABC nasuprot vrhu A dodiruje stranicu BC u tocki Aj.
Analogno se definiraju tocke B; na CA i C; na AB, kao dodirne tocke pripisanih kruznica nasuprot
vrhovima B i C, redom. Pretpostavimo da srediste kruznice opisane trokutu A;B;C4 lezi na kruznici
opisanoj trokutu ABC'. Dokazi da je trokut ABC pravokutan.

(Pripisana kruznica trokuta ABC nasuprot vrhu A je kruznica koja dodiruje stranicu BC, produzetak
stranice AB preko tocke B i produzetak stranice AC' preko tocke C. Sliéno se definiraju pripisane
kruznice nasuprot vrhovima B i C'.)
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Srijeda, 24. srpnja, 2013.

Zadatak 4. Neka je H ortocentar siljastokutnog trokuta ABC, a W tocka na stranici BC, razlicita
od tocaka B i C'. Tocke M i N su redom nozista visina iz vrhova B i C'. Neka je w; kruznica opisana
trokutu BW N, a X tocka na w; takva da je WX promjer kruznice w;. Analogno, neka je w, kruznica
opisana trokutu CW M, a Y tocka na w, takva da je WY promjer kruznice w,. Dokazi da su tocke X,
Y i H kolinearne.

Zadatak 5. Neka je Q- skup svih pozitivnih racionalnih brojeva. Neka funkcija f: Q-9 — R zado-
voljava sljedeca tri uvjeta:

(1) za sve 2, € Qs vrijedi f(2)f(y) > flay):
(i) za sve x,y € Qs vrijedi f(z +y) > f(x) + f(y);
(iii) postoji racionalni broj a > 1 takav da je f(a) = a.

Dokazi da je f(x) =z za sve x € Qxy.

Zadatak 6. Neka je n > 3 prirodni broj. Na kruznici je dano n + 1 tocaka koje je dijele na lukove
jednake duljine. Promatrajmo sva moguca oznacavanja tih tocaka brojevima 0,1,...,n u kojima se
svaka oznaka koristi tocno jednom; dva takva oznacavanja smatraju se istima ako se jedno moze dobiti
od drugog rotacijom dane kruznice. Oznacavanje zovemo lijepim ako za svake ¢etiri oznakea < b < c < d
za koje je a+d = b+ c tetiva koja spaja tocke oznacene s a i d ne sijece tetivu koja spaja tocke oznacene
sbic.

Neka je M broj lijepih oznacavanja, a N broj uredenih parova (z,y) prirodnih brojeva za koje je
r+y<niM(z,y)=1. Dokazi da je

M =N +1.
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