Language: Czech

Day: 1

Uterg, 23. cervence 2013

Uloha 1. Dokazte, ze pro libovolnou dvojici kladnych celych ¢isel k£ a n existuje k kladnych celych
¢isel my, ma, ..., my (ne nutné ruznych) takovych, ze

2k 1 1 1 1
1+ = (1+— ) (14+— ) - (14+—].
n mq meo my

Uloha 2. Rozmistén{ 4027 bodi v roviné nazyvame kolumbijskym, jestlize je z nich 2013 ¢ervenych,
2014 modrych a zadné tti nelezi v piimce. O skupiné piimek v roviné fekneme, ze je dobrd pro dané
rozmisténi, jestlize

e zadna z primek neprochazi zadnym bodem rozmisténi,
e zadna z Casti, na které je rovina primkami rozdélena, neobsahuje body ruznych barev.

Najdéte nejmensi k takové, ze pro libovolné kolumbijské rozmisténi 4027 bodu v roviné v ni existuje
skupina k dobrych piimek.

Uloha 3. V trojihelniku ABC necht se kruznice pripsana ke strané BC' dotyk4 této strany v bodé
A;. Analogicky necht body By, resp. C}, jsou body dotyku kruznic ptipsanych ke strané AC, resp. ke
strané AB, s témito stranami. Necht stfed kruznice opsané trojthelniku A; B;C; lezi na kruZnici opsané
trojuhelniku ABC'. Dokazte, ze trojihelnik ABC' je pravothly.

Kruznice pripsand trojuhelniku ABC' ke strané BC' je kruznice, kterd se dotykd usecky BC', poloprimky
opacné k poloptimce BA a poloprimky opacné k poloprimce CA. Obdobné je definovdana kruznice pripsand
ke strané AC, resp. AB.
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Uloha 4. Bud ABC ostrodhly trojihelnik s prisecikem vysek H a nechf W je bod na strané BC
(W # B, W # C). Ozna¢me M, resp. N, patu vysky z bodu B, resp. z bodu C. Ozna¢me déle w;
kruznici opsanou trojihelniku BWN a necht X je bod na této kruznici takovy, Ze tusecka WX je
prumérem kruZnice w;. Analogicky necht wy je kruznice opsand trojthelniku CW M a Y bod na ni
takovy, ze usecka WY je prumérem kruznice wo. Dokazte, ze body X, Y a H lezi na ptimce.

Uloha 5. Nechf Q0 znaci mnozinu kladnych raciondlnich ¢isel. Uvazme funkce f : Q<o — R spliujici

(i) f(x)f(y) > f(zy) pro libovolna x,y € Qxo,
(i) f(x+vy) > f(z)+ f(y) pro libovolné =,y € Qxy,
(iii) existuje a € Q=g, a > 1 takové, ze f(a) = a.

Dokazte, ze f(x) = x pro vSechna z € Q.

Uloha 6. Nechf n > 3 je celé ¢islo a méjme n+1 bodu, rovnomeérné rozlozenych na kruznici. Uvazujme
o takovych oznackovanich téchto bodu ¢iselnymi znaky 0,1,...,n, ve kterych je pouzit kazdy z téchto
znaku prave jednou. Dvé takové oznackovani povazujeme za stejnd, jestlize jedno piejde na druhé néjakou
rotaci kruznice. Oznackovani nazveme krasngm, jestlize pro libovolna ¢tyti znaky a < b < ¢ < d takové,
ze a +d = b+ ¢, tétiva spojujici body oznacené znaky a a d neprotina tétivu spojujici body oznacené
znaky b a c.

Necht M znaci pocet krdsnych oznackovdni a N pocet usporddanych dvojic (z,y) kladnych celych
¢isel takovych, ze © +y < mn a NSD(z,y) = 1. Dokazte rovnost

M =N +1.
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