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Zadanie 1. Punkt J jest srodkiem okregu dopisanego do trojkata ABC naprzeciwko wierzchotka A.

Okrag ten jest styczny do boku BC' w punkcie M oraz do prostych AB i AC' odpowiednio w punktach

K i L. Proste LM i BJ przecinaja sie w punkcie F', a proste KM i C'J przecinaja sie w punkcie G.

Niech S bedzie punktem przeciecia prostych AF' i BC, a T punktem przeciecia prostych AG i BC.
Wykazaé, ze punkt M jest srodkiem odcinka ST

(Okregiem dopisanym do tréjkgta ABC naprzeciwko wierzchotka A nazywamy okrag styczny do
odcinka BC' oraz do przedtuzen bokow AB i AC.)

Zadanie 2. Niech n > 3 bedzie liczba catkowitg oraz niech as, as, ..., a, beda dodatnimi liczbami
rzeczywistymi, dla ktorych asas. .. a, = 1. Udowodnié, ze

(1+az)*(1+az)’...(1+a,)" > n"

Zadanie 3. Gra w zgadujgcego i ktamce rozgrywa sie pomiedzy dwoma graczami A i B. Reguly
gry sa zalezne od dwoch catkowitych dodatnich liczb k i n, ktore sa znane obu graczom.

Na poczatku gracz A wybiera liczby catkowite x i N speliajace 1 < x < N. Gracz A trzyma
liczbe x w tajemnicy, natomiast liczbe N przekazuje graczowi B. Gracz B z kolei prébuje zdoby¢
informacje o liczbie x zadajgc graczowi A pytania. Przed kazdym pytaniem gracz B wybiera dowolny
zbior S dodatnich liczb catkowitych, po czym pyta gracza A, czy liczba x nalezy do zbioru S. Gracz
B moze zadaé¢ tyle pytan, ile chce, moze takze wielokrotnie wybiera¢ ten sam zbiér S. Na kazde
pytanie gracza B, gracz A musi natychmiast odpowiedzie¢, odpowiadajac tak lub nie. Moze przy
tym sktamaé¢ dowolna liczbe razy, pamietajac jednak, ze odpowiadajac na kazde k + 1 kolejnych
pytan, co najmniej raz musi powiedzie¢ prawde.

Po zakoniczeniu zadawania pytan gracz B musi poda¢ zbiér X ztozony z co najwyzej n dodatnich
liczb catkowitych. Jesli liczba x nalezy do zbioru X, gracz B wygrywa, w przeciwnym wypadku,
gracz B przegrywa. Dowiesé, ze

1. jesli n > 2*, to gracz B moze zagwarantowaé sobie zwyciestwo,

2. dla kazdej dostatecznie duzej liczby k istnieje taka liczba calkowita n > 1.99%, przy ktorej gracz
B nie moze zagwarantowaé sobie wygranej.
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Zadanie 4. Wyznaczy¢ wszystkie takie funkcje f: Z — 7Z, ze dla dowolnych liczb catkowitych a,
b, c¢ spetiajacych a + b + ¢ = 0 zachodzi réwnosé

Fa)* + f(0)* + f(0)* = 2f(a)f(b) + 2f(b)f(c) +2f(c) f(a).

(Symbol Z oznacza zbiér liczb catkowitych.)

Zadanie 5. Niech ABC bedzie trojkatem, w ktorym ZBCA = 90° oraz niech D bedzie spodkiem

wysokosci opuszczonej z wierzchotka C'. Punkt X lezy wewnatrz odcinka C'D. Niech K bedzie

punktem lezacym na odcinku AX, przy czym BK = BC. Niech L bedzie punktem lezacym na

odcinku BX, przy czym AL = AC. Punkt M jest punktem przeciecia prostych AL i BK.
Wykazaé, ze MK = M L.

Zadanie 6. Wyznaczy¢ wszystkie dodatnie liczby catkowite n, dla ktérych istnieja nieujemne liczby

catkowite ay, as, . .., a, speliajace
Lol oy 1,2, n
a1 a2 2an - 3a1 3az 3an -
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