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Zadaqa 1. Za triagolnikot ABC, toqkata J e centar na nadvorexnata dopirna
kru�nica sproti temeto A. Ovaa nadvorexna dopirna kru�nica ja dopira stranata
BC vo toqkata M , a prodol�enijata na stranite AB i AC gi dopira vo toqkite K i
L, soodvetno. Pravite LM i BJ se seqat vo toqkata F , a pravite KM i CJ se seqat
vo toqkata G. Neka S e preseqnata toqka na pravite AF i BC, a T e preseqnata toqka
na pravite AG i BC.

Doka�i deka M e sredina na otseqkata ST .

(Nadvorexna dopirna kru�nica za triagolnik ABC sproti temeto A se narekuva
kru�nicata koja xto gi dopira stranata BC, prodol�enieto na stranata AB preku
temeto B i prodol�enieto na stranata AC preku temeto C.)

Zadaqa 2. Neka n > 3 e priroden broj i neka a2, a3, . . . , an se pozitivni realni broevi
za koi va�i a2a3 · . . . · an = 1. Doka�i deka va�i

(1 + a2)
2(1 + a3)

3 · . . . · (1 + an)
n > nn.

Zadaqa 3. Igra na pogoduvaǌe e igra koja ja igraat dvajca igraqi, A i B. Pravilata
na igrata zavisat od dva prirodni broja k i n, i tie broevi im se poznati na sekoj od
igraqite.

Na poqetokot na igrata igraqot A izbira prirodni broevi x i N takvi da 1 6 x 6 N .
Igraqot A go dr�i vo tajnost brojot x, a toqnata vrednost na brojot N qesno mu ja
soopxtuva na igraqot B. Igraqot B se obiduva da dobie informacija za brojot x
postavuvajki mu na igraqot A praxaǌa od sledniot oblik: vo sekoe praxaǌe, igraqot
B izbira proizvolno podmno�estvo S od mno�estvoto na prirodni broevi (mo�e da
izbere isto podmno�estvo S koe xto veḱe go koristel vo nekoe prethodno praxaǌe) i
go praxuva igraqot A dali brojot x pripaǵa na mno�estvoto S. Igraqot B mo�e da
postavi onolku praxaǌa kolku xto saka. Posle sekoe praxaǌe, igraqot A mora vednax
da odgovori so da ili ne, no pritoa, mu e dozvoleno da la�e onolku pati kolku xto
saka; edinstvenoto ograniquvaǌe xto go ima e deka, od bilo koi k + 1 posledovatelni
odgovori barem eden odgovor mora da e vistinit.

Otkako B postavil onolku praxaǌa kolku xto smetal deka e potrebno, toj mora da
izbere mno�estvo X koe sodr�i najmnogu n prirodni broevi. Ako brojot x pripaǵa na
mno�estvoto X togax igraqot B pobeduva; vo sprotivno, toj gubi. Doka�i deka:

1. Ako n > 2k togax igraqot B mo�e da si garantira pobeda.

2. Za sekoj dovolno golem k, postoi priroden broj n > 1, 99k takov da igraqot B ne
mo�e da si garantira pobeda.
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Zadaqa 4. Najdi gi site funkcii f : Z → Z takvi da, za site celi broevi a, b, c koi
zadovoluvaat a+ b+ c = 0, va�i ednakvosta:

f(a)2 + f(b)2 + f(c)2 = 2f(a)f(b) + 2f(b)f(c) + 2f(c)f(a).

(Mno�estvoto Z e mno�estvo na celite broevi.)

Zadaqa 5. Neka ABC e triagolnik vo koj ^BCA = 90◦ i neka D e podno�jeto na
visinata spuxtena od temeto C. Neka X e toqka koja xto pripaǵa na vnatrexnosta na
otseqkata CD. Neka K e toqka koja xto le�i na otseqkata AX takva da BK = BC.
Sliqno, neka L e toqka koja xto le�i na otseqkata BX takva da AL = AC. Neka M e
preseqnata toqka na pravite AL i BK.

Doka�i deka MK = ML.

Zadaqa 6. Najdi gi site prirodni broevi n za koi postojat nenegativni celi broevi
a1, a2, . . . , an taka da va�i

1

2a1
+

1

2a2
+ . . .+

1

2an
=

1

3a1
+

2

3a2
+ . . .+

n

3an
= 1.
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