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Uloha 1. Je dan trojuhelnik ABC. Necht J je stied kruznice piipsané ke strané BC' a necht M
je bod jejiho dotyku s touto stranou. Dale necht K a L znadi po fadé body dotyku této kruznice
s pfimkami AB a AC. Prusecik pfimek LM a BJ oznatme F' a prusecik pifimek KM a CJ pak G.
Dale necht S je prisecik ptimek AF a BC' a kone¢né necht T je prusecik piimek AG a BC. Dokazte,
7e M je stfedem tsecky ST.

(Kruznice pfipsané trojuhelniku ABC ke strané BC' je kruznice, které se dotyka tsecky BC, polopiimky
opac¢né k polopfimee BA a polopfimky opaéné k polopiimce C'A.)

Uloha 2. Je déano celé kladné n > 3 a kladna realna as,as,...,a, takova, Ze asas---a, = 1.
Dokazte, ze pak plati nerovnost

(14 a2)*(1 4 az)®--- (14 a,)™ > n™

Uloha 3. ,Hra na chytrou hordkyni“ je hrou mezi dvéma hraci A a B. Pravidla hry zaviseji na
dvou kladnych celych ¢&islech k a n, kterd jsou znama obéma hracim.

Na zacatku hry zvoli hra¢ A celé ¢isla x a N, kde 1 < 2 < N, a z nich prozradi (po pravdé) hraci
B pouze ¢islo N, ¢islo x si necha pro sebe. Hra¢ B se nyni snazi ziskat informace o ¢isle  kladenim
otazek hraci A. Mize pfitom klast pouze otazky nésledujictho typu: vybere libovolnou podmnozinu
S kladnych celych ¢isel (muZe vybrat i mnozinu, kterou jiz zvolil v nékteré z predchozich otazek) a
zeptéa se hrace A na to, zda Cislo z lezi v S. Hra¢ B muze poloZzit libovolné mnoho takovychto otézek.
Na kazdou otazku musi hra¢ A okamZité odpovédeét, a to bud ,,ano“, nebo ,ne*“. P¥i odpovédich vsak
muze hra¢ A lhat, dokonce libovolné mnohokrat; jedinym omezenim je pouze to, aby mezi kazdymi
jeho k 4+ 1 za sebou nésledujicimi odpovédmi byla alespon jedna pravdiva. Poté, co hra¢ B skon&i
s kladenim v8ech svych otézek, zada néjakou, nejvyse n-prvkovou, podmnozinu X kladnych celych
¢isel. Pokud ¢islo x nélezi do mnoziny X, tak hra¢ B vyhral, jinak prohral. Dokazte:

1. Jestlize je n > 2%, tak ma hra¢ B vyhravajici strategii.

2. Pro kazdé dostateéné velké celé kladné k (tj. od jisté meze pro kazdé celé kladné &islo k) existuje
¢islo n > 1,99% takové, Ze neexistuje vyhravajici strategie za hrace B.
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Uloha 4. Najdéte viechny funkce f : Z — Z, pro které plati rovnost

fla)? + f(0)* + f(0)* = 2f(a)f(b) + 2f(b)f(c) + 2f(c) f(a),

pro libovolnéa cela a, b, ¢ splhujici a + b+ ¢ = 0.
(Z zna&i mnozinu celych ¢isel.)

Uloha 5. Je dan pravouhly trojihelnik ABC' s pravym thlem u vrcholu C. Ozna¢me D patu
vysky z bodu C. Necht X je bod uvnitf tsecky C'D. Ozna¢me K ten bod na tusece AX, pro ktery
|BK| = |BC|. Podobné ozna¢me L ten bod na tsecce BX, pro ktery |AL| = |AC|. Déle necht M je
prusecik tseéek AL a BK. Ukaite, ze [MK| = |ML)|.

Uloha 6. Naleznéte viechna cela kladné éisla n, pro ktera existuji nezaporna celé ¢isla a1, as, . . . , an
takova, Ze plati rovnosti

Language: Czech Cas na vesent: 4 h 30min.
Za kazZdou ulohu miZete ziskat aZ 7 bodii.



