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Mandag, den 18 juli, 2011

Uppgift 1. For varje mingd A = {ay, as, asz, as} bestdende av fyra olika positiva heltal betecknas
summan a; + ag + asz + ag med s4. Lat ny beteckna antalet par (i, 7), dir 1 < i < j < 4, for vilka
a; + a; ar en delare till s4.

Finn alla méngder A bestaende av fyra olika positiva heltal for vilka n, ar det storsta mojliga.

Uppgift 2. Lat S vara en dndlig méngd bestdende av minst tva punkter i planet. Anta att tre
punkter ur S aldrig ar kolinjara. En vdderkvarn kallar vi har ett forfarande som borjar med en linje
¢ som gar genom en enda punkt P € S. Linjen ¢ roterar sedan medurs med P som rotationscentrum
tills den for forsta gangen stoter pa ytterligare en punkt fran S. Denna punkt, @, tar da 6ver som
rotationscentrum och linjen roterar nu medurs runt @, tills den for forsta gangen stoter pa en annan
punkt ur §. Processen fortsitter sa i all odndlighet.

Visa att man kan vélja en punkt P € S och en linje £ genom P, si att varje punkt ur S anvands
odndligt manga ganger som rotationscentrum av den resulterande viderkvarnen.

Uppgift 3. Lat f vara en funktion fran méingden av de reella talen R till R, som uppfyller

fa+y) <yf(e)+ f(f(2))

for alla reella tal  och y. Visa att f(z) = 0 for alla z < 0.
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Uppgift 4. Lat n > 0 vara ett heltal. Vi har en balansvag med tva skalar och n vikter som véger
20 21 . 27—l Vikterna ska placeras pa vagen, en efter en, pa sadant sitt att den hogra vagskalen
aldrig viger mer dn den vénstra. I varje steg véljs en av de vikterna som inte har placerats &n och
laggs i den vénstra eller den hogra skalen. Proceduren avslutas nar alla vikter ligger pa vagen.

P& hur manga olika sétt kan detta goras?

Uppgift 5. Lat f vara en funktion fran méngden av alla heltal till méngden av de positiva heltalen.
Anta att skillnaden f(m) — f(n) &r delbar med f(m — n) for varje tva heltal m och n.
Visa att for alla heltal m och n sadana att f(m) < f(n), &r talet f(n) delbart med f(m).

Uppgift 6. Lat ABC vara en spetsvinklig triangel med omskriven cirkel I'. Lat £ vara en tangent
till T, och 1at £,, ¢, och ¢, vara de linjer som fas genom att spegla ¢ i linjerna BC, C'A och AB,
respektive.

Visa att cirkeln omskriven kring triangeln som bestdms av linjerna ¢, ¢, och ¢, tangerar cirkeln I.
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