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Zadanie 1. Dla kazdego zbioru A = {ay,as, a3, a4} zawierajacego cztery rozne dodatnie liczby
catkowite, symbolem s4 oznaczmy sume a; + as + as + a4. Niech n4 oznacza liczbe par (4, j) takich,
ze 1 <1i<j<4oraz a; + a; jest dzielnikiem liczby s4. Wyznaczyé wszystkie zbiory A zawierajace
cztery rézne dodatnie liczby catkowite, dla ktorych ny przyjmuje najwieksza wartosc.

Zadanie 2. Niech S bedzie skoiiczonym zbiorem punktéw na plaszczyznie, zawierajacym co naj-
mniej dwa elementy. Zal6zmy, ze zadne trzy punkty zbioru S nie lezg na jednej prostej. Wiatrakiem
nazwiemy nastepujacy proces: Na poczatku dana jest prosta ¢ zawierajaca jeden punkt P € S. Linia
ta obraca sie w kierunku zgodnym z kierunkiem ruchu wskazéwek zegara, wokot srodka obrotu P tak
dtugo, az osiagnie ktérykolwiek inny punkt nalezacy do zbioru §. Punkt ten, @, staje sic nowym
srodkiem obrotu i prosta dalej obraca sie wokét niego, w tym samym kierunku, dopéki ponownie nie
osiagnie punktu ze zbioru §. Okreslony w ten sposéb proces trwa dalej i nigdy sie nie koriczy.
Dowiesé, ze punkt P € S oraz prosta ¢ zawierajaca punkt P mogg zosta¢ wybrane w taki sposob,
ze dla wyznaczonego przez nie wiatraka, kazdy element zbioru & bedzie srodkiem obrotu nieskoiicze-
nie wiele razy.

Zadanie 3. Niech f : R — R bedzie funkcja okreslong na zbiorze liczb rzeczywistych i przyjmujaca
wartosci rzeczywiste, spelniajaca nieréwnosé

flz+y) <yf(e)+ f(f(2))

dla wszystkich liczb rzeczywistych x, y. Udowodnié, ze f(x) = 0 dla wszystkich z < 0.

Language: Polish Czas trwania zawodow: 4 godziny i 30 minut
Punktacja: 7 punktow za zadanie



Language: Polish

Am Day: 2

sterdam

Wtorek, 19 lipca 2011r.

Zadanie 4. Dana jest liczba catkowita n > 0. Mamy do dyspozycji wage szalkowa i n odwaznikow
omasach 2°, 21, ..., 2"~1. Chcemy kolejno, jeden po drugim, potozyé wszystkie odwazniki na szalkach
wagi w taki sposob, by prawa szalka nigdy nie byla ciezsza, niz lewa szalka. W pojedynczym kroku
wybieramy jeden z odwaznikéw, ktore nie zostaly jeszcze uzyte i dokladamy go albo na lewa, albo
na prawa szalke. Postepujemy w ten sposéb do momentu, w ktérym wszystkie odwazniki znajda sie
na wadze. Wyznaczy¢ liczbe sposobow wykonania opisanych wyzej czynnosci.

Zadanie 5. Niech f bedzie funkcja okreslona na zbiorze liczb catkowitych i przyjmujaca wartosci
catkowite dodatnie. Zalozmy, ze dla kazdych dwoch liczb catkowitych m oraz n roznica f(m) — f(n)
jest podzielna przez f(m — n). Dowiesé, ze dla kazdych dwoch liczb catkowitych m oraz n, jesli
f(m) < f(n) to liczba f(n) jest podzielna przez f(m).

Zadanie 6. Okrag I' jest opisany na trojkacie ostrokatnym ABC'. Niech ¢ bedzie prosta styczna
do okregu I'. Proste ¢, ¢, oraz {. sa symetryczne do prostej £ wzgledem, odpowiednio, prostych BC,
CA oraz AB. Wykazaé, ze okrag opisany na trojkacie wyznaczonym przez proste {,, £, oraz £, jest
styczny do okregu I'.
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