Language: Czech

Am Day: 1

sterdam

Pondeéli, 18. c¢ervence, 2011

Uloha 1. Pro libovolnou mnozinu A = {ay, as,as, a4} Etyt (po dvou riiznych) piirozenych &isel
oznadme s4 soucet a; + az + ag + ay4. Déle necht ny znadi podet dvojic (i,5), kde 1 <i < j<4a
a; + a; déli s4. Urcete vSechny ¢tyfprvkové mnoziny A pfirozenych Cisel, pro které je hodnota ny
nejveétsi mozna.

Uloha 2. Nechf S je mnozina alespoii dvou bodii v roving, z nichZ zadné tii nelezi na pfimce.
Vétrngm mlgnem rozumime nasledujici proces. Na pocatku je vybrana néjaka piimka £ prochézejici
pravé jednim bodem P € S. Tato primka se zac¢ne otacet ve sméru hodinovych rucicek se stredem
otaceni P dokud ,nenarazi“ na dalsi bod mnoziny S, oznacme jej (). Piimka se nadale otac¢i ve sméru
hodinovych ruci¢ek, ovsem se stiedem otaceni @), dokud nenarazi na dalsi bod mnoziny S, a tak dale.
Tento proces neustale pokrac¢uje (nekoneéné dlouho). Dokazte, Ze lze zvolit bod P € S a pfimku ¢,
prochézejici bodem P, tak, Ze jimi zadinajici vétrny mlyn bude mit za stfed otaceni kazdy bod z S
nekoneéné mnohokrat.

Uloha 3. Necht f: R — R je funkce z mnoziny realnych &sel do mnoziny realnych &isel spliiujici
nerovnost

flr+y) <yf(x)+ f(f(x))

pro vSechna redlnd x a y. Dokazte, ze f(z) = 0 pro v8echna z < 0.
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Uloha 4. Nechf n je celé kladné ¢islo. Mame dény rovnoramenné véhy a n zévazi o hmotnostech
20 21 .., 2771 V n krocich mame na véhy postupné po jednom umistit viechna zdvazi. Kazdy
z krokli spocivd ve vybéru jednoho ze zavazi, které jesté neni na vahach, a jeho umisténi bud na
levou, nebo na pravou misku vah ale vzdy tak, aby obsah pravé misky nebyl nikdy t€zsi nez obsah
levé. Kolik riznych posloupnosti takovychto n kroka existuje?

Uloha 5. Necht f je funkce z mnoziny celych &sel do mnoziny celjch kladnych ¢isel takova, ze pro
libovolna celd m a n je rozdil f(m) — f(n) délitelny ¢islem f(m — n). Dokazte, ze pro libovolna cela
m a n, takovd, ze f(m) < f(n), je ¢islo f(n) délitelné ¢islem f(m).

Uloha 6. Necht ABC je ostrouhly trojihelnik a I' kruZnice jemu opsana. Dale necht ¢ je teéna
kruznice I" a £,, ¢, £, jsou po fadé obrazy pfimky ¢ v osové symetrii podle pfimek BC, CA, AB.
Ukazte, ze kruznice opsana trojihelniku uréenému pfimkami ¢, ¢y, £, se dotyka kruznice I'.
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