Language: Polish

Day: 1

Sroda, 7 lipca 2010r.

Zadanie 1. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f: R — R majace te wtasnosé, ze dla wszystkich x,y € R

zachodzi rownosé
flz]y) = f(@)[f(y)].

(Symbol |z| oznacza najwieksza liczbe catkowita, ktora nie jest wieksza od z.)

Zadanie 2. Niech [ bedzie srodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC', za$ I' okregiem opisanym
na tym trojkacie. Prosta Al przecina okrag I' w punktach A oraz D. Niech E bedzie takim punktem
na tuku BDC', zas F takim punktem na odcinku BC', ze

ABAF = 9CAE < ;<IBAC’.

Niech ponadto G bedzie érodkiem odcinka IF. Udowodnié¢, ze proste DG oraz EI przecinaja sie
na okregu I'.

Zadanie 3. Niech N oznacza zbiér dodatnich liczb catkowitych. Wyznaczy¢é wszystkie funkcje
g: N — N takie, ze dla wszystkich m,n € N liczba

(g(m) +n)(m + g(n))

jest kwadratem liczby catkowitej.
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Czwartek, 8 lipca 2010r.

Zadanie 4. Punkt P znajduje sie wewnatrz trojkata ABC. Proste AP, BP oraz C'P przecinaja
ponownie okrag I' opisany na trojkacie ABC odpowiednio w punktach K, L oraz M. Prosta styczna
do okregu I' w punkcie C' przecina prosta AB w punkcie S. Zalézmy ponadto, ze SC = SP.
Udowodni¢, ze MK = M L.

Zadanie 5. W kazdym z szesciu pudetek: By, By, B3, By, Bs, Bg znajduje sie poczatkowo jedna
moneta. Rozwazmy dwa rodzaje operacji:

Rodzaj 1: Wybieramy pudetko Bj, ktére nie jest puste, przy czym 1 < j < 5. Wyjmujemy
jedna monete z pudetka B; i doktadamy dwie monety do pudetka Bj, .

Rodzaj 2: Wybieramy pudetko By, ktore nie jest puste, przy czym 1 < k < 4. Wyjmujemy
jedna monete z pudetka By i zamieniamy zawarto$¢ pudetka By, (ktore moze byé
puste) z zawartoscig pudetka By, o (ktore rowniez moze by¢ puste).

Rozstrzygnaé, czy istnieje taki skoniczony ciag powyzszych operacji, ktorego wykonanie prowadzi
do sytuacji, w ktorej pudetka B;, By, B3, B4, Bs sa puste, zas pudetko Bg zawiera dokladnie
20102019°" ynonet. (Przypomnijmy, ze a¥ = a®).)

Zadanie 6. Wyrazy ciagu aq,as,as, ... sa dodatnimi liczbami rzeczywistymi. Przypu$émy, ze ist-
nieje dodatnia liczba catkowita s taka, ze

a, = max{ay +a,— : 1<k<n—-1}

dla wszystkich n > s. Udowodnié¢, ze istnieja dodatnie liczby catkowite ¢ oraz N takie, ze ¢ < s oraz
Gy = ap + a,_p dla wszystkich n > N.
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