
Ñåðåäà, 15 ëèïíÿ 2009 ð.

Çàäà÷à 1. Äàíî íàòóðàëüíå ÷èñëî n òà ïîïàðíî ðiçíi íàòóðàëüíi ÷èñëà a1, . . . , ak (k ≥ 2)
ç ìíîæèíè {1, . . . , n} òàêi, ùî äëÿ êîæíîãî i = 1, . . . , k − 1 ÷èñëî ai(ai+1 − 1) äiëèòüñÿ íà n.
Äîâåäiòü, ùî ÷èñëî ak(a1 − 1) íå äiëèòüñÿ íà n.

Çàäà÷à 2. Òî÷êà O � öåíòð êîëà, ùî îïèñàíå íàâêîëî òðèêóòíèêà ABC. Íåõàé P òà Q �
âíóòðiøíi òî÷êè ñòîðií CA òà AB âiäïîâiäíî. Òî÷êè K, L òà M � ñåðåäèíè âiäðiçêiâ BP , CQ
òà PQ âiäïîâiäíî, à Γ � öå êîëî, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êè K, L òà M . Âiäîìî, ùî ïðÿìà PQ
äîòèêà¹òüñÿ äî êîëà Γ. Äîâåäiòü, ùî OP = OQ.

Çàäà÷à 3. Äàíî ñòðîãî çðîñòàþ÷ó ïîñëiäîâíiñòü íàòóðàëüíèõ ÷èñåë s1, s2, s3, . . . òàêó, ùî êî-
æíà ç äâîõ ïîñëiäîâíîñòåé

ss1 , ss2 , ss3 , . . . òà ss1+1, ss2+1, ss3+1, . . .

¹ àðèôìåòè÷íîþ ïðîãðåñi¹þ. Äîâåäiòü, ùî ïîñëiäîâíiñòü s1, s2, s3, . . . òåæ ¹ àðèôìåòè÷íîþ ïðî-
ãðåñi¹þ.
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×åòâåð, 16 ëèïíÿ 2009 ð.

Çàäà÷à 4. Òðèêóòíèê ABC òàêèé, ùî AB = AC. Áiñåêòðèñè êóòiâ CAB òà ABC ïåðåòèíàþòü
ñòîðîíè BC òà CA â òî÷êàõ D òà E âiäïîâiäíî. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç K öåíòð êîëà, ùî âïèñàíå â
òðèêóòíèê ADC. Âèÿâèëîñü, ùî ∠BEK = 45◦. Çíàéäiòü óñi ìîæëèâi çíà÷åííÿ êóòà CAB.

Çàäà÷à 5. Çíàéäiòü óñi ôóíêöi¨ f : N → N (òîáòî ôóíêöi¨, ÿêi âèçíà÷åíi íà ìíîæèíi óñiõ
íàòóðàëüíèõ ÷èñåë òà ïðèéìàþòü íàòóðàëüíi çíà÷åííÿ) òàêi, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ íàòóðàëüíèõ
÷èñåë a òà b iñíó¹ íåâèðîäæåíèé òðèêóòíèê, äîâæèíè ñòîðií ÿêîãî äîðiâíþþòü òðüîì ÷èñëàì

a, f(b) è f(b + f(a)− 1).

(Òðèêóòíèê íàçèâà¹òüñÿ íåâèðîäæåíèì, ÿêùî éîãî âåðøèíè íå ëåæàòü íà îäíié ïðÿìié.)

Çàäà÷à 6. Äàíi ïîïàðíî ðiçíi íàòóðàëüíi ÷èñëà a1, a2, . . . , an, à òàêîæ ìíîæèíà M , ÿêà ñêëà-
äà¹òüñÿ ç n − 1 íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, àëå íå ìiñòèòü ÷èñëî s = a1 + a2 + · · · + an. Êîíèê ìà¹
çðîáèòè n ñòðèáêiâ ïðàâîðó÷ âçäîâæ ÷èñëîâî¨ ïðÿìî¨, ïî÷èíàþ÷è ç òî÷êè ç êîîðäèíàòîþ 0.
Ïðè öüîìó äîâæèíè éîãî ñòðèáêiâ ìàþòü äîðiâíþâàòè ÷èñëàì a1, a2, . . . , an, óçÿòèì ó äåÿêîìó
ïîðÿäêó. Äîâåäiòü, ùî öåé ïîðÿäîê ìîæíà âèáðàòè òàêèì ÷èíîì, ùîá êîíèê æîäíîãî ðàçó íå
ïðèçåìëèâñÿ ó òî÷öi, ÿêà ìà¹ êîîðäèíàòó ç ìíîæèíè M .
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