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Prvni den
25. dervence 2007

Uloha 1. Jsou dana realnd ¢isla ay, as, ..., a,. Pro kazdé i (1 <i < n) definujme
d; =max{a; : 1 <j<i} —min{a;:i <j <n}

Necht
d=max{d; : 1 <i<n}.

(a) Dokazte, zZe pro libovolna redlné ¢isla x; < z9 < --- < x,, plati nerovnost

max{|z; —a;| : 1 <i<n}>

: (%)

N,

(b) Ukazte, ze existuji redlnd ¢isla 1 < xo < -+ < x,, takova, Ze v (x) nastane rovnost.

Uloha 2. Uvazujme pét bodt A, B, C, D, E takovych, 7e ABCD je rovnobéznik
a ¢tyftuhelnik BC'ED je tétivovy. Pfimka ¢ prochazi bodem A, pfi¢emz protina tsecku DC'
v jejim vnitinim bodé F' a ptimku BC' v bodé G. Predpokladejme, ze plati |EF| = |[EG| =
= |EC|. Dokazte, ze piimka ¢ je osou uhlu DAB.

Uloha 3. Nékteii u¢astnici matematické soutéze jsou pratelé. Pratelstvi je vzajemné.
Skupinu soutézicich nazveme klika, jsou-li kazdi dva z nich ptételé. (Specialné libovolna
skupina slozend z méné nez dvou soutézicich je klika.) Pocet ¢lent kliky nazveme jejim
rozmerem.

Vime, ze nejvetsi rozmeér kliky slozené z Gcastnikli soutéze je sudé cislo. Dokazte, ze
vSechny soutézici je mozno rozesadit do dvou mistnosti tak, aby nejvétsi rozmeér kliky
v jedné mistnosti se rovnal nejvétsimu rozmeéru kliky v druhé mistnosti.

Cas na vypracovdni: 4 hodiny 30 minut.
Za kaZdou ulohu je mozno ziskat 7 bodui.
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Uloha 4. Osa thlu BCA trojahelniku ABC protina jeho opsanou kruznici v bodé R
rizném od bodu C, osu strany BC' v bodé P a osu strany AC' v bodé Q). Stied strany BC'
oznacme K a stied strany AC ozna¢me L. Dokazte, ze obsahy trojuhelniki RPK a RQL
se rovnaji.

Uloha 5. Kladna celd ¢isla a, b jsou takova, ze ¢islo (4a? — 1)? je délitelné 4ab — 1.
Dokazte, ze a = b.

Uloha 6. Nechf n je kladné celé ¢islo. Uvazujme mnozinu
S = {(x,y,z) s x,y,2€{0,1,...,n}, t+y+z >0}

slozenou z (n+1)% — 1 bodii tifrozmérného prostoru. Urcete nejmensi mo#ny podet rovin,
jejichz sjednoceni obsahuje v8echny body z S, neobsahuje v§ak bod (0,0, 0).

Cas na vypracovdni: 4 hodiny 30 minut.
Za kaZdou ulohu je mozno ziskat 7 bodui.



